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第 一 章 集 与 集 族 


$1 和 集 及 其 运算 


在 一 般 实 变 疯 数论 书 中 ， 对 于 集 及 其 运算 都 作 过 详细 的 
.介绍 , :本 节 中 我 们 仅 作 简略 铭 复 习 ， 以 使 恋 者 了 解 本 书 所 用 
的 符号 。 

在 本 局 中 ， 我 们 用 大 号 字母 4, 8, C,… 等 开 示 集 ， 几 小 
;写字 母 4,b,c… 等 表示 它们 的 元 素 。 记 号 aed 内 示 元 素 4 属 于 
集 4, :而 记号 cc4 表 示 元 素 ea 不 属于 集 4。 

设 B 与 F 为 两 个 给 定 集 ， 若 上 的 每 一 元 素 都 是 F 的 元 崇 ， 
.… 则 称 集 E 是 集 F 的 子 集 ， 或 称 集 FF 包含 集 FE， 并 记 作 
ECEF 或 FDOE., 


_ ,着 不 特别 声明 。 今 后 我 们 所 讨论 的 集 均 为 某 给 定 集 X 的 于 
. : 集 


bEECXK., 
两 集 B 和 F， 若 满足 
ECF 和 FCE 
- 草 称 EB 与 F 相 等 ， 记 为 E = 
””. 设 8 与 了 是 任意 两 集 ， 由 至 少 属 于 E，T 两 集 之 一 的 一 蕊 


元 素 所 组 成 交集 叫做 瑟 与 了 的 并 集 ， 并 记 作 刀 U 下 。 

类 和 位 地 可 定义 任意 多 个 集 的 并 集 ， 设 By, te 了 ,是 任意 一 
族 集 ， 其 中 TT 是 不 空 指标 集 ， 那 么 由 至 少 属 于 一 个 Bi (te )， 
的 一 总 元 过 所 组 成 的 集 ， 沪 为 ErsteT， 和 的 并 和 集 ， 并 记 


作 内 吾 .特别 地 ?个 集 本 ,的 并 集 记 为 ,可 列 个 集 


Eist=1 #2 的 并 集 记 作 UE 


由 同时 六 于 集 及 集 F 的 一 切 元 比 所 组 成 的 集 ， 称 居 曙 后 
的 交 球 ， 记 作 ENNF， 类 似 地 可 得 由 马 的 意义: 由 阅 时 遍 子 


每 一 个 By{teT) 的 一 切 元 素 所 组 成 的 集 。. 
如 时 两 个 亿 E 和 FF 无 公共 元 案 ， 即 
ENF=¢%, 
则 称 B 与 了 互 不 相交 。 若 读 集 { BE } ;157 中 的 任意 商 个 集 和 
不 相交 ， 惠 称 { Bi 》，1eT 两 两 不 相交 。 显然 有 = 


Eljdt=E;: ENMNS=¢, 
潜 玉 过 FF， 则 
ElLJF=F; ENF=E, | 加 
特别 地 人 
ELUE=E; ENE=E, 0 
容易 证 明 集 前 并 与 交 满足 下 面 的 运算 规律 ， -三 
交换 律 ; EUF=FUEF; ENF=FNEB, ， 
结合 律 ，{EUF)UG=EU (FU Gs ， Ci 
(ENF) NG=EN(FNG, 2: 


分 配 律 ， PO + 
EU (FNG)= (EUF) NCEYUG)., 
设 互 宁 王 天 时 一 妃 册 于 王 向 不 属于 E 的 元 素 所 
组 成 的 集 仙 1 做 与 六 的 盖 全 ， 并 记 作 BE\F。 容易 证 明和 集 的 
并 、 交 及 益 运 算 满 足下 述 等 式 . 
FE\(FUG)= (E\F) N (BE\G); 
EFNG) = (HF)U (A\G), 
我 们 称 集 瑟 \ 王 为 保卫 的 余华 六 用 局 : 开 之 。 关 于 余 集 运 算 
显然 有 下面 这 毕 等 起 
ENE’=$; EUE’ -x 
人 
着 EF . 
五 7 一 五 
设 EB +， 是 任 一 集 族 ， 则 


CYB) = 0 EB, 


A 


Si Ern)’ = YL Er ， 
上 述 两 等 式 称 为 De Morgan 公 趟 。 从 字 们 可 以 看 出 集 之 并 
与 变 之 同 的 对 由 关系 。 
… 设 BBF 是 任意 两 集 ， 集 . …. 

《可 7) UTCPNE : 
称 E 和 于 对 称 差 ， 并 用 请 入 表 之 。 由 定义 可 将 出 当 EF 
时 ， 则 辱 

百 4 =E\F, 
湾 及 站 节 = 4 时 ， 则 i 


集 的 对 称 差 运 竹 显 然 满 足 交 搞 律 ， 即 
EBAF = FAE, 
现 证 明 对 称 莽 运算 也 满足 结合 律 。 
定理 1.1 设 B, 及 GQ 是 给 定 的 集 ， 那 未 有 
(EAF)AG = BA(FAG). 


证 明 设 xe(E4F)2G, 那 未 x 属于 县 只 属于 下 列 两 集 之 


(EAFMN\G, ON\(BAF), 
这 时 * 愉 能 羽 属于 ,Ff,G 中 之 一 或 x 属于 吾 , 了 ,6G 三 个 信之 交 
集 . 同 理 ， 当 xeBA(F4G) 时 亦 有 同样 的 情况 。 证 完 。 

”最 后 我 们 说 明 两 个 今后 常用 的 记号 。 设 了 是 与 了 的 元 素 * 

有 关 的 命题 ， 我 们 用 符号 

{Xs P} 
表示 中 使 命题 了 成立 的 那些 元 素 组 成 的 集 。 

例如 为 实数 轴 ， {x，0 志 x 志 1 } 表示 实 著 轴 上 的 财 区 
间 C0;1D， 

又 如 了 为 二 维 实数 空间 ， 集 

人 (xs Y 妈 为 实数 且 凑 十 纤 一 1 
汶 什 面 上 以 原点 为 中 心 的 单位 图 周 。 

设 P,,P, 是 两 个 命题 ， 规 定 记 导 了 一 Pi 的 意义 为， 者 命 
题 已 成 立 ， 则 P: 亦 成 立 。 着 了 一 肠 及 PP 同时 成 立 ， 那 么 
我 们 穆 命 题 P,。P, 是 等 价 的 ， 记 作 P,&3P,， 


$2 集 的 极限 


-4 设 所 ,Ba Be… 是 工 的 子 集 组 成 的 序列 所 我 位 分 别 定 义 
.} 今后 集 序列 El, EB;， ‘ns … 将 简 记 为 {En } 。 
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rt 


~ 的 
limEn= NM U Bk s, 
fn n=l Ah=n 


lim Es= U hEB 
a 1 | 
为 1 五 se] 的 上 极限 和 下 极限 。 若 
Tm B= lim Bn 
前 一 
则 称 { Es } 的 极限 存在 且 凡 limEs 表 之 ， 此 时 按 定 义 有 
各 
lim En = lim Ex = lim En 
我 们 用 记号 
{x, xeBns 1. 0,.} 
表示 X 中 属于 无 穷 个 B, 的 元 素 + 所 组 成 的 集 ，。 而 用 记号 
{x XeBns Aa } 


表示 开 中 只 能 不 属于 有 限 个 名 的 元 素 x 所 绝 成 的 集 。 
定理 1.2 ”对 任意 集 序列 { Es》 乌有 
Tim Es= {x xeBsi.oO} » (1.1) 


lim Ban = {x XeBns 2A.} »。 {1.2) 


证 明 我们 仅 证 明 (1,1) 式 ，(1。 2) 式 可 类 似 地 证 明 。 变 
xe Tm En, 那么 由 上 极限 的 定义 ， i ep 


使 xeEm 故 


Xe {xixe Bni,0,}, 


反之 车 x 局 于 蕊 ,1) 式 右边 ， 则 对 每 一 # (n= 1 :2 小 均 存在 
kn, 使 Xe Bp, 从 而 x € U EE 由 上 极限 的 定 义 ， 我 们 有 


xe jim Bn, 定理 证 完 ， 
推论 1 lim Enc Hm Bn 。 | 


推论 2 改变 集 序列 {Es 的 良 基 不 玉 响 此 人 序列 
上 、 下 极限 。 

车 集 庄 列 《Bi } 满足 忆 一 六， > “我 们 将 记 为 | a 上 > 车 
满足 已 CE 一 … 则 记 为 Brn4 。 

定 还 1.3 设 { Bn) 为 集 序列 ， 

1) 若 Bn， 则 lim 瑟 n" 存 在 召 加 


imB DE,, 
友 nml . i 
2) 若 如 不 ， 则 4im 存在 且 i 
ot lim Es = 总 En ， 


“让 天 由 定理 1。 2 立即 扒 待 。 
” 宇 理 1.4， 设 -Ba 为 任 一 售 序 列 ， 和 则 


1 : FER UE = FU Tim Es, 四 


lim (PUEs) =F U lim En ， 


2) lm (ETBn) = 巨人 下 中 再 :1 
lim (FNE)=F NN lim Er , 
Fm .i HH 
Tim (I\Es) = F\ lim E, ， 
3) 好 


lim (F\E,) =F\ lim En, 
加 得 


4 | Tin (En\ F) = lim En\F 
lim (Bs NE = lim ln EF, 


证 明 我 们 仅 证 明 1， 3) ， 4) 的 第 一 起 ， 全 等 式 可 以 类 
似 证 明 。 
. 先 证 1) 的 第 一 式 , 设 x€ Tim (FU EA)， 旭 x 属 于 无 穷 个 


了 Erv 若 zeF ,那么 XeFU Tm Ens 于 是 
Tim (FUE) CFU limEs; 8) 
若 xeF， 则 x 属 于 无 穷 个 Fn， 因而 ze Tim B, 这 样 (1.3) 式 仍 


成 立 。 . | 
另 一 方面 ， 着 xepU- lim En, 划 当 xeF 时 ， 便 有 x 赂 于 所 有 


FUE,, 因 而 xe Tm (FL 如果 Xe Hm 王刚 由 


人 


mW 全 目 五 让 
及 拉 ~ 


知 ， xelim (FU Es:) 这 样 便 得 


FU Tim En lm (F UE,), (1.4) 


由 (1,3) 和 (1,4) 式 得 
Tim (FU E1) = FU Tn En 


这 便 证 明了 1) 的 第 一 式 。 
往 证 3) 的 第 一 式 。 设 xe Tim lim (FP\En), 则 x 属于 无 穷 个 


En, 从 而 xeF 旦 x 属于 有 限 个 En, 也 即 xeF\ lm En， 这样 
便 得 


Hm (F\ En) CH tim E, 。 {1.5) 


反之 设 xeF\ lim Bw 那么 xeP 且 x 居于 有 限 个 Em 因而 xe Tm 
(EN\Bs)， 这 样 便 得 
Hi (MEW) ER ln B, . (1.6) 


由 (1.5) 和 (1.6) 即 得 3) 的 第 一 式 ， 
往 证 4) 的 第 一 式 . 设 xe Tim (Bs\F)， 那 么 x 属于 无 穷 个 


EmNB， 从 而 * 属 于 无 穷 个 Bs 且 不 属于 F， 也 即 xeTim BNP， 


这 样 便 得 
im (EA\F)C lim En\F, {1.7) 


反之 设 veTm Bs\F， 则 x 属于 无 穷 个 Eo 且 不 风 于 FP, 故 xe Tiax 


(En\P)， 这 样 便 得 
Tm (BNP)2 1 NF . (1.8) 


由 (1.7) 和 (1,8) 两 式 即 得 4) 的 第 一 式 。 
准 论 ”在 定理 的 条 件 下 ,着 更 设 lim Ea 丰 在 , 则 我 们 有 


1) lim (FU Bon) =FU lim En ， 
2) lim(F NE = PNlimE, ， 
3) lim(F\Brn) =F\limE,, 


4) lim (BEANF) = limEn\F » 


§3 和 集 族 及 几 种 常用 的 集 族 


今后 ， 我 们 将 常常 考虑 某 固定 集 和 和 以 X 的 子 集 为 元 过 
的 集 ， 为 明确 起 见 ， 我 们 拒 以 的 子 集 为 元 素 的 集 , 称 为 X. 上 
的 集 谈 。 在 不 会 混乱 的 场合 下 ， 将 简称 为 集 族 。 本 书 中 集 族 
将 用 粗 体 字母 A,B… 来 表示 。 因 和 集 族 中 的 元 素 是 集 ， 所 以 今 
后 术语 “ 集 族 A 中 的 元 素 ” 和 “ 集 族 A 中 的 集 ” 将 表示 同一 
意义 ， 因 集 族 是 一 种 特殊 的 集 ， 放 关于 集 的 记号 和 术语 ， 可 
以 同样 地 用 之 于 集 族 。 例如 B 是 X 的 一 个 子 集 ，E 为 X 上 的 集 
族 ， 则 记号 


BeE . . i 
表示 集 B 赂 于 集 读 E， 让 着 说 是 E 中 的 一 / i 元 来 
设 E 和 F 是 和 针 任 巷 隐 个 集 族 ， 则 记号 
EF . 
表示 上 E 中 每 一 集 都 属 于 FF. 
又 如 T 是 不 空 指标 焦 ， 对 二 每 一 ef， FF 是 X 本 的 入 
旋 ; . 则 符号 站 :表示 业 族 F,， te 了 ,的 交 女 


QF= { E:EeF, 对 一 切 te 荆 》 本 


类 似 地 可 以 理解 集 族 的 并 ， 两 集 读 的 关 等 概念 。 
设 E 是 一 集 族 日 满 征 条 件 ， “zx 洲 EeE ,WE , 网 个 FeE” 
我 们 将 称 E 对 交 运 算 封闭 。 


又 如 E 满 足 条 件 ; oeE, #22: Bre E? 


则 称 E 对 可 列 并 运算 封 且 ?6 
下 面 我 们 介绍 几 种 党 用 的 集 族 ， 
设 P 为 一 一 集 族 ， 且 满足 下 列 三 个 条 人 
1) sep 由 
2) 沙 4,BeP， 浊 4 人 BeP ， 
3) 若 4.Bep 且 4=B 则 


A\B= UC 
k=1 


其 中 每 一 个 Ci 均 属 于 PCr NCy=$(i 大 让， 则 种 P 为 举 环 5 
显然 若 P 为 尘 环 ， 那 么 P 中 任 工 元素 4 和 必 能 
袁 为 P 申 有 限 个 郊 商 不 机 交 的 集 之 并 。 . . 拒 ? Ts 
例 1 记 企 体 实 数 所 成 哆 嘛 为 Ra beR 且 < 于 壮 么 中 
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一 一 


们 把 集 
{x acx<b} 


称 为 R 中 的 证 闭 右 开 区 间 ， 简 称 半 开 闭 芝 间 , 并 记 作 [a, 们 。 
有 中 爹 体 半 开 区 闻 构 成 一 个 半球。 

例 2 设 本 为 2? 绯 实 数 衬 间 【[ 且 4 扶 欧 用 至 租 空 间 )， 又 设 
G 一 (GilyGas ‘san) b= (Bb1 392," 站 站 为 六 "中 两 元 案 且 sj 志 b， 
1 = 1 2 那 末 下 满足 下 列 关 系 

glx bi f= 1 ,2 

的 元 素 #z = (xze px 站 所 组 或 的 集 称 为 本 中 的 半 开 闲 区 
间 。R" 中 全 体 半 开 闭 区 间 掀 成 一 个 半 环 。 

例 3 设 X 为 任意 集 ， 用 B(X) 表示 文中 全 体 子 集 组 成 
中 委 淆 ， 则 B (XX} 为 半 环 .只 含 $ 集 的 集 族 {68} 亦 是 一 个 半 


4 设 式 为 任意 集 ， 到 中 全 体 单 点 集 连 司 % 集 格 成 一 
半 环 。 

设 R 为 不 空 集 族 ， 是 满足 下 述 条 他 车 EE，F eR，。 则 
UFeR, EN\RFeR ,那么 我 们 称 民 为 环 , 挤 名 话说 : 如 果 一 个 非 
室 集 族 对 于 并 及 差 两 种 运算 是 硅 半 的， 那么 它 就 是 一 个 环 。 

. 例 3 中 的 集 族 也 是 坏 ， 

例 5 设 玉 是 无 窃 集 ， 则 由 关中 ~… 切 有 限 子 集 组 成 的 集 族 

容易 证 明 ， 凡 环 必 是 半 环 ， 芭 之 举 环 不 一 定 是 永 。 二 而 
重 ]。 例 2 及 侵 4 中 的 集 族 绝 是 尘 环 ， 伍 它们 都 不 是 环 ， 

.定理 1.5 设 民 为 不 空 集 族 ， 则 下 列 1) 2) 3) 都 是 使 
为 环 的 充 要 条 件 ， 

1) 车 E, FeR, 则 EN FeR, EAFeR. 


2) 洪 E, FeR, 则 EU FeR, EAdFeR, 
2) 车 E, FeR,， 由 户 门 FeR,， 
若 E, FeR 是 ENF=#@， 则 El FeR, 
车 E, FeRE 自 EF, ME\FeR. 
证 明 ”只 须 证 明和 蔓 话 关系 ， 环 全 1 全 2) 汪 3) 苇 环 。 
坏 字 DD 人 EAF=(E\F)U CIN\E) RK ENF= (EUF)E 
4F) 即 得 ， 
2) 从 ELF= (ENEF)A(EAF) 即 得 ， 
2) 坟 8) 从 EP= (FEUP})A(BAF) 及 当 E 寺 CF 时, EF\F = 
BAF 妈 位 
3) 沪 环 从 FF= EBENPKELUEF=BU (F\E) 即 得 . 
定理 证 完 。 
推论 ” 若 R 为 环 ， 则 geR 且 只 对 有 限 个 集 之 并 , 交 及 两 集 
之 差 ， 对 称 差 运 算 封 闭 . 
证 明 因 R 不 室 ， 谈 BeR, 那 未 
由 = 了 NeR ， 
余 的 结论 由 定理 1.5 直 接 扒 得。 证 完 。 
含 X 的 环 称 为 代数 。 由 定 进 1, 5 的 推论 及 
FE:* =X\E 
可 知 ， 代数 对 于 有 限 个 集 之 并 及 交 ， 两 集 之 莽 及 . 对 称 差 ， 
余 集 等 运算 是 对 闵 的 。 
总 然 例 3 中 的 集 族 B(X) 是 代数 ， 
例 8 设 关 是 无 穷 集 ， 文中 全 休 有 限于 集 及 余 集 是 有 限 集 
的 集 所 组 成 的 集 族 是 一 个 代数 。 
显然 慌 数 是 环 ， 反 之 环 未 必 是 代数 。 而 且 著 R 是 环 ， 那 
么 由 半 和 民 中 的 第 组 成 的 集 恋 也 未 必 是 代数 。 事实 上 全 5 中 的 
集 族 是 环 但 非 代 数 ， 而 且 该 集 族 增添 元 素 X 语 所 得 的 集 族 也 
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不是 一 个 代数 ， 国 为 立 对 佘 运算 不 土 闭 。 
定理 1.6 设 起 汐 不 空 集 族 ， 则 下 列 命 题 等 价 ， 
1) 二 为 含义 的 环 ， 
2) 上 对 并 及 余 运 算 寺 闲 , 即 若 E ,FeA, 则 互 U FeA,E'ch., 
3) 下 对 交 及 余 运 算 封 闭 ,I 部 若 E ,FeA, 则 E 门 FeA ,EeAh，, 
证 明 我 们 只 须 证 虹 菏 酒 关系 ，1) 地 2) 地 3) 字 1)， 
1) 淳 2) 从 EE/ = 六 \H 姑 得 。 
2) 沪 3) 从 卫 间 F= (UP 即 得 。 
3) 壤 从 
E\F=ENF’, 
EUF={E’NF')’, 
X=EUE’ 
好 得 。 定 理 证 完 、 
设 $ 为 不 空 集 旋 ， 且 满足 下 列 两 条 忻 ; 
1) 对 合 运 算 封闭 ， 即 车 BeS, 则 E'e$， 
2) 对 可 列 并 运算 封闭 ， 即 车 EneS ,n=14,2,…， 


则 U Bues ， 
nm} 
那么 称 $ 为 oc 代数。 车 $ 汶 ce 代数 ， 那 入 从 
EUF=ELUFUFI.: 
及 
加 关 ; 
站 人 UE ) 
nl t=1 
知 ，S$ 亦 为 代数 旦 对 可 列 交 运 算 封 团 。 四 此 cc 代数 对 祭 , 差 ， 
对 称 差 ， 可 列 并 ， 可 列 交 及 上 、 下 极限 运 算 是 封闭 的 。 
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例 ? 设 必 为 任 登 能 ， 由 去 及 % 集 组 成 的 集 族 和 王 的 一 鞭 
子 集 所 组 成 的 集 族 B( 关 } 均 为 oc 代数 ， 

1 例 8 设 天 为 任意 集 ， 由 X 中 一 切 可 列 于 集 (包括 有 限 子 
集 ) 及 余 集 为 可 列 集 的 集 所 组 成 的 集 族 为 0 代数 ， 

前 面 我 们 已 指出 ，o 代数 必 是 代数 ， 反 之 由 例 6 可 见 ， 
代数 未 必 为 代数 。 一 个 代数 究竟 要 加 上 什么 条 件 后 才能 成 
为 0 代数 呢 ? 下 述 定理 回答 了 这 个 问题 。 

定理 1.7 集 族 8 为 c 伐 数 的 充 要 条 件 是 ， 

1) $ 为 代数， 

2》 $ 对 两 两 不 租 交 可 列 并 运算 封闭 ， 即 车 Eis$, i=1， 


2 BEi= 罗 六 则 有 上 Bies， 


证 明 ”必要 入 显然 ， 往 证 究 分 性 。 因 $ 为 代数 ， 故 对 
余 运算 封闭 ， 其 次 ， 我 们 证 明 $ 对 可 列 并 运算 封闭, 设 Bie 
,i=1,2, 


E* = E,, pr = FMNE,, FY = RMBUE,), 
则 本 站 BE =$i*j 且 
因 $ 为 代数 ， 故 Bei= 1,2,…， 再 出 条件 2) 及 上 式 知 


出 ieS ,这 便 证 明了 $ 是 c 代 数 。 证 完 ， 


为 便于 记 亿 ， 我 们 将 前 面 介 绍 的 常 用 集 族 的 等 价 定义 及 
其 运算 的 特性 列表 如 下 ， 
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等 价 定义 


| 对 运算 的 特 往 


半 环 对 交 封 闵 ， 益 访 有 腿 趟 相交 并 
对 “U” 所 ”封闭 对 一 切 有 限 
环 站 上 [ml m 4" 起 闭 这 算 封闭 


对 “n” “了 4 笛 团 
对 “N”， 不 相交 并 ， 包 含 差 封闭 | 


含 X 的 环 ， 合 X 且 对 一 茹 有 
代 数 对 入 工本 得 全 WF 封 限 运 薄 者 闭 
革 “n” 祭 “/ ”对 闭 


对 忆 到 余 “/" 封 阅 
1 


= 伐 数 | 为 代 整 所 
为 代数 ] 


| ax 对 一 切 可 
对 不 相交 可 讽 并 封闭 “| 列 运算 封 困 
旦 对 递增 集 序 下 并 封闭 


章 ) 稳 见 且 8 定理 1.10 的 注 。 


84 由 集 族 产生 的 环 及 O 代数 
设 下 是 任意 不 空 集 族 ， 用 名 表示 集运 算 ， 


U4 一 种 运算 ,显然 
由 X 的 一 切 子 集 组 成 的 集 族 为 包含 E 的 对 运算 加 封闭 的 集 
族 。 令 F(E) 为 包含 E 的 对 运 等 个 对 闭 的 所 有 集 族 之 交 。 易 
证 F(E ) 为 包含 E 的 对 运算 人 封闭 的 最 小 集 族 ， 印 

1) F(E) 对 运算 © 封闭 且 F(E) 一 E 
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2) 设 下 是 任意 包 禽 E 的 对 运算 名 对 闭 的 集 族 ， 则 FE 二 F 
{E)。 

我 们 称 F(E) 为 出 E 产 生 的 对 运算 品 封 闭 的 集 族 例如 由 E 产 
生 的 环 民 (E)， 申 E 产 上 竺 的 oc 代 数 S(E) 等 。 今后 若 不 特 噜 声 
明 ， 符 号 R(E) 和 S$S(E) 均 作 上 述 理 解 。 

一 般 地 说 中 企 意 集 族 E 产 生 的 环 呈 (E) 的 实际 构造 比较 
复杂 ， 但 当 E 是 半 环 时 ， 则 甚 为 简单 ， 也 时 RE) 宁 每 一 集 
均 可 表 为 E 中 有 限 个 两 两 不 相交 和 集 之 并 .。 

定理 1.8 设 P 是 半 环 ， 今 


好 
R= {E, B= \U EiEiP,EiNE= ikin= 1,2,.} 
| 


: 则 民 是 坏 且 R= RCP). 

证 明 ”首先 验证 R 满 足 定 理 1.5 中 之 8) 所 述 的 条 件 。 

固 举 环 P? 中 含有 空 集 w6， 故 R 是 不 空 集 族 ， 设 E, PeR， 

B- YE, PP 

记 L je 

且 EieP séeP ,i=1,2-" ,nj = 1 2。… 五; N Eg =$,1 尘 睛 ， 
了 人 ER= 风 7 二 R， 那 未 

ENF=U U(EnNE 

ft jr 

其 中 Ei PijeP, EN Fi, 一 12。 Rij=1s2m ,中 
的 集 两 两 不 相交 、 故 此 BE 人 FeR， 
若 更 设 E NF= 罗 ， 那 么 从 下 式 


sur-(La)y (Bs) 
#1 joi 
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天 互 U RER。 

设 一 F， 要 证 EBPFeR， 分 两 种 情形 来 这 论 ， 

1° 变 BeP ,BeP , 则 从 半 环 的 定义 知 EE 可 表 为 了 中 有 限 
个 两 两 不 相交 的 集 的 并 集 ， 因 而 EFeR， 

2° 流 EeR ,FeR, 因 


四 mm 
E\F=U ENMU FF; 
i=1 j=1 


= fF EAFD) -0 CNENz) 
ji=1 j=1 i j=t 


由 已 证 的 1° 知 
EM\(E:f\ FeR 
国民 对 交 及 不 入 交 并 运算 老 闭 ， 吉 
E\FeR 
这 就 证 明了 RR 是 包含 P 的 坏 ， 由 RR(P) 的 定义 我 们 有 
RoRP) 
但 因 任 一 包含 E 的 环 必 包 售 P 的 有 限 并 ， 故 
R 二 RCPY 


从 币 民 = RCP)。 定理 证 完 。 
设 E 是 任意 集 族 、A& 是 XX 的 固定 子 集 ， 则 


[= 


记号 


ENA4 
表示 一 切 形 如 三 人 4 的 集 组 成 的 集 族 , 其 中 BeE, 记号 3$ 
{E 站 4) 表 示 由 集 涛 E 由 4 产生 的 4 上 的 代数 i 
定时 1.9 设 E 是 任意 集 旋 ，4 是 X 的 任意 子 集 ， 则 
SCEYNA= SENA). 
证 明 因 S$(E)2 二 在 , 收 


SEYN AOENA), 
易 证 S$(E) 1 4 为 4 上 的 c 代 数 ， 因 而 

S(E) 丰 4 一 S(EE 站 4)， (1.9) 
另 一 方面 ， 仿 

S - {FE, EeS(E),ENAS(ENA)} 
往 证 $ 是 0 代数 设 Ee $，Eie$,i=1,2,…, 则 从 S(E 站 4) 为 
4 上 的 c 代 数 知 

(TED NA= UV (ENA SENA), 


(X\BINA=A\(ENA) eS(ENA), 
故 $ 是 co 代数， 侣 ECS, 因 而 


SE)cCS, 
由 圭 式 及 $ 的 定义 我 们 有 
§ = S(E), 
从 而 
S(E}NACS(E NA). (1.10) 
因此 由 (1,9) 和 {1,10) 两 式 得 
S$S(E)NA=SS(ENA). 
定理 证 完 。 


定理 1.9 所 用 的 证 明 方 渤 在 测度 论 中 经 常 使 用 , 现 归 纳 
如 下 ， 设 EE 及 $ 是 陋 集 族 ， 变 证 明 关 系 式 . 
S(E》 一 人 
我 们 只 须 证 明 $ 是 代数 旦 包 合 E。 此 外 井 需 证 明 S(E) 中 所 
有 元 素 均 满足 某 “ 性 质 4”:, 为 此 只 须 证 明 有 中 所 有 满足 “性 
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质 4” 的 子 集 组 成 的 集 族 为 5 代数 旦 包 侣 集训 上 ， 从 而 得 出 
StE) 中 所 有 元 素 均 满足 ”性 质 42? . 


$5 波 当 和 尔 集 族 


”为 了 阐明 $3 一 $4 中 所 述 的 基本 概 礼 "本 我 们 类 计 认 

一 个 十 分 重光 的 特殊 和 情形， 并 介 绿 “ 些 与 之 有 关 的 术语 。 遍 
及 本 节 ， 玉 表示 全 体 实数 所 组 成 的 华 , 我 们 称 卫 为 实 政 空 
间 。 设 a,8 是 任意 二 个 实数 ， 且 a 记 b; 和 平常 一 样 ， 我 们 以 
[Cas 四 表示 闭 区 间 ， 

fa 的 = {x a<xeb} 
以 (4s) 表 示 开 区 问 

(ob) = {x a<x<by 
以 Ce 有 表示 半 开 闭 区 间 

Casb) = {XxX: oxAb} 


以 (一 oo0,#) 表示 无 穿 开 区 间 
【一 cocoa) = {x — oxo} 

符号 (- 00,41,(as + 50) [as + co) 有 类 似 的 了 解 

用 PP 表示 了 中 全 体 半 开 闭 区 间 组 成 的 集 旋 ,我们 所 以 采 
用 全 体 半 开 闭 区 间 所 组 成 的 集 族 ， 侧 不 采用 全 体 开 区 间或 多 
体 闭 区 间 所 组 成 的 集 族 ， 这 是 由 于 全 体 半 开 闭 区 闻 组 成 的 集 
族 是 一 个 半 环 ， 而 对 开 区 间或 闭 这 | 邮 则 没有 此 性 质 。 

由 自 P 所 产生 的 o 代 娄 $(P)， 称 为 叉 中 的 波 雷 耳 集 族 ， 
并 记 为 和 BB 中 约 侍 称 为 R 中 的 访 号 耳 集 , 运用 洼 节 所 指出 的 
典型 方法 ， 不 难 证 明 波 尖 二 集 族 B 等 于 下 列 诸 集 族 之 一 所 产 
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生 的 c 代 数 。 - 

全 体 以 有 理 数 为 端点 的 半 开 拷 区 间 所 组 成 的 集 族 。 

全 笨 开 区 间 所 组 成 的 集 族 ， 

全 体 闭 区 闻 所 组 成 的 集 族 。 

全 件 无 守 开 区 间 《一 ,0)，0 实 数 } 所 级 成 的 乐 族 ， 
全 体 开 集 所 组 成 的 集 族 U， 

全 你 闭 集 所 组 成 的 集 族 F . 

作为 例子 ， 下 面 我 们 证 明 ， 

B=$(U) : 


对 于 每 一 实数 4， 由 关系 式 


{a} = ficaye+ 寺 ) 


Rl 


知 ， 单 点 集 {e 为 波 雷 耳 集 ， 由 关系 式 
{asb)} = Lab) {a} 


可 知 ，、 每 个 有 限 开 区 间 是 波 雷 耳 集 ， 又 因 实 数 空间 上 每 个 开 
集 可 以 表 为 有 限 开 区 间 前 可 列 并 ， 因 此 B2U， 从 而 8 二 
SU) 。 另 一 方面 ， 对 每 个 实数 {1* 上 ， 由 关系 式 


{ay = he- 工 ,o+ 工 ) 
知 a}s3 ()， 又 由 关系 式 

Casb) = (ab)U {eat 
可知 PS(U) 从 而 有 
B-S(p) 一 SU)， 


这 样 便 证 明了 B =S(U)。 
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出 上 面 所 述 的 祝 实 知 ，R 中 所 有 有 限 区 间 ， 无 限 区 间 ， 
开 集 、 闭 集 均 是 该 圭 耳 全。 又 因 单 点 集 是 波 需 耳 集 ， 从 页 全 
体 有 理 数 所 成 的 集 和 侈 体 汇 建 数 所 成 的 集 也 是 访 雷 征集 。 

设 E 是 中 任意 固定 子 集 ， 我 们 称 集 族 E 中 B 为 总 中 的 波 
雷 耳 集 族 ,E 人 NB 中 的 集 称 汶 上 中 的 波 需 耳 健 ,由 定理 1,9 乱 ， 
E NB 等 于 金 体 E 中 的 半 开 闲 区 间 ， 即 全 体形 如 

{x KeEE cx<b ae, beR} 

的 集 所 产生 的 oc 代 数 ， 他 

和 通常 的 实 变 阔 数 书 一 样 ， 我们 引进 “+ 2” 和 “一 co» 
两 个 数 ， 分 别 读 作 正 无 穷 和 负 无 穷 。 现 定 它们 与 实数 % 之 网 
的 天 小 关系 及 代数 运算 如 下 ， 

1) 序 ， 一 ce<x< 民 Te。 

2 可 法 ，【 士 co) + {二 co0) =x+ (二 50)}=( 土 co) + 
= 士 cs 。 

3) 梁 法 ，( 士 co) ( 士 co] = +oo; (二 o0)( 干 0) = - oo。 


工 吧 ” 当 2>0 
x{ 二 co)= {+co)x=40 当 x =0 
二 se 当 x< 之 0。 
4 减法 ，x- ( 干 co) = ( 士 co) -x=( 二 oo0) - (二 co) 


2 
5) 除 法 ， 二 如 一 0， 
名 
此 外 还 规定 
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的 绝对 值 ，| 士 ce| = + ccs 
注意 下 面 的 一 切记 号 
【《 士 ee) +( 干 50); 【( 土 ce) ~ 【( 士 cc)s 


是 没有 意义 的 。 我 们 把 上 面 引 进 的 + oo 和 ~ co 与 实数 集 R 的 
并 集 称 为 广义 实数 集 ， 它 的 元 素 称 为 广义 实数 。 实 数 中 极 大 
多 数 运算 的 基本 性 质 ， 对 广义 实数 仍然 成 立 ， 但 也 有 个 别 性 
质 ， 在 广义 实数 中 运用 时 要 特别 小 心地 考虑 ,例如 从 a=b+c 
并 不 能 恒 推 出 a -b=c. 我 们 可 以 和 数学 分 析 中 完全 类 似 地 来 
定义 广义 实数 集 上 、 下 确 界 和 广义 实数 序列 { zn 上 的 极限 的 
概念 ， 并 分 别 记 为 supE, infB，lim xn 和 数学 分 析 中 稍 有 


不 同 前 十， 我们 这 里 允许 上 、 下 确 界 和 极 眼 孙 正 无 穷 和 和 负 无 
穷 。 因 此 ， 任 意 一 个 广义 实数 集 ， 不管 它 是 否 有 界 ， 一 定 存 
在 上 、 下 确 界 { 有 限 或 无 穷 ) ; 任意 一 个 单调 广义 实数 序列 
一 定 有 航 想 《有 限 或 无 穷 ) 。 

当 产 义 实数 序列 {xx} 有 极限 ata 是 广义 实数 ) 时 ， 我 们 
称 《xn} 收 襄 于 r、， 并 记 作 lim xn~=a 或 xn->a， 


广义 实数 序列 的 上 极限 Him xn 与 下 极限 1im wa 分 别 定 义 
为 


im xn =inf sup { xk , 
和 一 > o 咱 nn k=n 


lim xn=sup inf { xp} 。 
和 二。 
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和 数学 分 析 中 完全 相 类 似 ， 我 们 了 以 证 明 厂 义 实数 序列 
1 xn 极限 存在 的 充分 必要 条 件 为 


lim Xs = lim Xo 
站 一 3 Ns 


此 时 ， 我 们 有 


lim x»= lim Xn = lim xn 
Rp Hf- Er co - 


下 面 我 们 来 讨论 广 义 实数 空间 的 波 雷 瑟 集 族 。 记 全 体 广 
义 实数 所 成 的 集 为 R"， 即 


Re=RU {ro U1{ -0}, 


由 也 中 滤 当 耳 集 族 及 单元 束 集 { foo 上 ,1 -se 上 所 产生 的 c 
代数 记 为 B*， 并 称 它 为 广义 法 雷 耳 集 族 ，B? 中 的 集 称 为 广 
义 波 雷 耳 集 。 不 难看 由 ， 每 个 广义 波 需 耳 集 或 者 是 一 个 波 雷 
耳 集 或 者 是 某 个 波 雷 耳 集 并 单 点 集 { +ce} 或 1-~-ce}， 或 
者 是 荣 个 波 雷 耳 案 并 两 点 柴 { -co,+ceo} 。 

此 灶 运 用 3 4 所 指出 的 典型 方法 ， 不 难 证 明 ，B° 亦 等 于 
R 中 全 体 有 限 半 开 闭 区 间 及 单 点 侍 { ~20} ,+oo} 所 产 
生 的 a 代数， 

下 面 我 们 将 实数 空间 的 一 些 福 念 推 广 到 多 维 的 情形 。 用 
了 表示 人 金 体 ? 纵 实数 组 成 的 集 ， 并 称 癌 为 4 维 实数 空间 。 BR 中 
的 点 (X)y Xas* * Xo) 将 简 记 沪 x， 有 时 为 明确 起 见 则 间 x = (xiy 
XessX9) 表 之 , 训 G = (0sGs7 9n) 和 b= (bb bn) 汶 了 Rn 
申 两 点 ， 满 足 @ij 守 碳 汪 =T 2 正如 和 3 所 还 ， 集 


{ :二 (Cx, Fa s Xn) OX bi 二 二 全， ,1) } 
称 为 中 中 的 半 开 闭 区 间或 给 半 开 冰 区间， 并 记 之 以 fe, 电 或 
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Ca sb a bay San sbn) :类似 地 可 以 定义 本 中 的 开 区 尊 (a b) 
= (Casb a by An bn) ; FE 间 [ay 的 = Cosb 3023 Pay 
arsbn]5 无 穷 开 区 间 (- ce: 人 = 人 一 co 一 cp 一 co) 
bn) 等 等 。 

和 中 一 样 ,R" 中 全 居 半 开 闭 间 区 组 成 半 环 ,出 此 半 环 产 
生 的 0 代数 用 符号 B" 记 之 ， 称 为 "站 的 波 圳 耳 集 族 。B" 中 的 
集 称 为 中 的 波 雷 耳 集 或 4 维 波 圭 耳 集 。 与 B 类 似 ，B" 亦 等 
于 下 列 诸 集 族 之 一 所 产生 的 o 代 数 ， 

Rr 中 全 体 以 有 再 癌 为 贿 点 的 半 开 半 区间 所 组 成 的 集 族 ， 

R" 中 人 金 体 开 区 间 所 组 成 的 集 族 ， 

R" 中 全 体 闭 区 间 所 组 成 的 集 旋 。 

了 中 全 体 无 容 区 间 所 组 成 的 集 族 。 

到 中 全 体 开 集 所 组 成 的 集 族 。 

R" 中 全 体 闭 集 所 组 成 的 集 族 . 

设 E 为 局 中 任意 固定 子 集 ， 集 族 B 门 B" 称 为 中 的 + 维 波 
雷 耳 集 族 。 耐 BB" 中 的 集 ， 称 为 E 中 的 x 维 波 震 耳 集 。 由 定 
理 1.9 知 已 门 B 等 于 全 体形 如 

《kissg wi) ar sibisare RsbieR, 
了 = 2， 下 
的 集 所 产生 的 c 代 数 。 


86 单调 族 


在 第 二 章 中 我 们 将 会 遇见 其 些 问题 ， 它 们 将 无 法 运用 
8 4 所 介绍 的 证 胃 S(E) 中 所 有 元 素 均 满足 某 “性 质 4? 的 典 
型 方法 。 为 了 解 快 那 类 疝 题 ， 我 们 再 引进 一 种 新 的 集 族 , 
设 W 为 不 室 集 谈 ， 老 对 Wi 中 元 素 的 每 一 个 单调 库 列 
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{En} (递增 或 递 蜂 ) 重 有 


lim EneM, 
Hp 


则 称 他 是 单调 谈 。 

下 述 定理 给 出 了 单调 族 、 环 和 a 代 数 之 问 的 关系 。 

定理 1.10 和 集 族 $ 为 o 代 数 的 充 要 条 件 是 $ 既 是 代数 又 是 
单调 族 。 四 

证 明 必要 性 壁 然 。 往 证 充分 性 ， 设 $ 是 代数 和 单调 
旋 ， 叉 设 Bie$,i=1s2,…， 因 $ 是 代数 故 | 


n 
UU Bred n=1,2s" 


显然 { U Ei) 是 单调 递增 叙 列 ， 它 的 极限 是 i。 根据 $ 是 
二 i=1 
单调 族 的 假设 我 人 有 U Bi e S， 因 此 S 对 可 列 并 运算 封 闲 ， 


故 $ 是 0 代数 。 定 理 证 完 . 
注 。， 从 定理 1.10 充 分 性 前 证 明 可 见 ， 若 $ 是 代 数 ， 且 对 
递增 集 序 列 的 极限 封闭 ， 那 么 5 就 是 0 代数 。 
如 $4 所 述 ， 谈 E 为 不 空 集 旋 ， 包 含 E 的 最 小 单调 族 称 为 
由 EE 产生 的 单调 族 ， 记 为 队 (E). 
定理 1,11 设 A 为 代 闭 刚 周 (中 ) =SCA}。 
证 明 因 革 (A) 为 包含 A 之 单调 族 ， 故 
(A EM(AY. 
另 一 方面 ， 因 并 ( 真 ) 为 单调 族 ， 若 能 证 明 它 亦 为 代数， 那 么 
由 定理 1.10 知 月 (天) 是 oc 代数 ， 从 而 每 到 
(A)CSMA), 
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因而 
SGA) = MGA). 


Oe 首先 证 明 硕 (A) 对 余 运算 封闭 。 令 令 
= {E, EeM(A)HE’eM(A)} 
最 然 上 二 了 峙 (A)， 设 Ene 妆 ，x =1,2,.… 且 Ff, 因 则 (A) 


为 单调 访 ， 放 Bs 了 (A)， 注 意 B 48/ 及 


Br = (NE) -lim E 


故 E' e 册 (AA)， 因 叱 EeM 辣 理 可 证 当 En EEHEEne 畏 则 

EE 他 。 因 此 前 六 单调 族 ， 从 而 半 = 要 ( 玉 )， 这 便 证 明了 Met) 

对 佘 运算 封 困 。 尖 次 证 明 刚 () 对 交 运 算 圣 亲 。 设 下 沟 册 [二 ) 

中 任 一 固定 集 ， 令 | 
= 1F, FeM(A), ENFeMCAY} 


著 我 们 能 证 明 下 面 三 点 

1) 对 每 一 6 阳 (A)， 由 :为 单调 族 ， 

2) 对 每 一 B eA， 赣 : =M(A)， 

3) 对 每 一 Be 骨 (A)， 则 ,= 了 (A)， 
那么 由 3) 知 ， 贱 (&) 对 交 运 算 封闭 ， 从 而 表 ( 及 为 代数 ， 定 理 
因此 得 证 。 现 将 蕊 273) 的 证 时 分 器 叙述 如 下 ， 

了 的 证 及 ， 央 季 e 风 人 有) 由 骨 z 的 定 义 知 9 6 Ms; 敬 骨 s 为 
非 室 集 族 。 没 {Tn} 为 出- 中 的 单调 序列 ， 国 每 一 Fe 都 属于 
则 (A)， 故 Hom Pse 孙 {和 A)。 开 从 天 的 定义 知 D Fne MM(A)， 


二 1,2,… 政 从 
EN QimF) =Tim(ENPr)e MCA) 


2$ 


知 limPse 则 :。 这 便 证 明了 届 . 为 单调 族 。 


2) 的 证 朋 ， EE 让， Fe A, 因 A 为 代数 ， 从 MM, 的 定 
义 知 Fe 卫 ,， 因 而 二 二 册 :， 但 咎 们 知 隐 ;为 单调 族 , 彼 岗 (A) 志 
也 :。 再 由 隔 s 的 定义 和 二 出 { 坟 )， 因 而 MM = 其 (A》。 

3) 芍 江 朋 。 设 Ee 研 (A), eA， 由 2) 书证 得 的 结果 
得 吾 e 前 *， 因 而 Fe 前， 故此 内, 由 1) 知 匡 z 为 单 调 族 ， 故 
得 其 {A) 二 员 s， 四 根据 其; 的 定义 我 们 有 卫 : = 新 (A)， 这 便 证 
明了 3)。 定 理 金 部 证 完 . 

887 开放 和 A 入 族 

已 ,6. 邓 此 引入 另 一 种 祭 谈 ， 以 代替 单调 族 。 在 概论 论 
中 使 用 它 将 更 为 方便 ， 

非 空 集 族 C 称 为 x 旋 ， 如 有 果 它 满足 条 件 车 ,PeC， 
mENPeC, 

集 族 X 称 为 4 旋 ， 如 果 它 满足 下 列 条 件 ， 

1)XeNh 

2) 若 EF,FPeX, 有 BF 则 EF\F ek 

3) 设 { Br 上 为 中 的 递增 序列 ， 则 iim Ewe 和。 


显然 由 X 的 一 切 子 集 所 组 成 的 集 族 为 4 族 。 

定理 1.12 集 族 $ 为 代数 的 充 要 条 件 为 8 既是 zx 族 又 是 
1 族 。 

证 明 必要 性 蝇 然 。 往 证 充分 福 。 因 3 为 4 族 ， 故 $$ 对 
余 运 算 封 闭 ， 又 轩 $ 为 x 族 ， 故 对 让 限 交 运算 封闭 ， 从 而 3 为 
代数 ， 再 由 定理 1.10 的 注 知 ，$ 为 90 代数。 定理 证 完 ，。 

定理 1.18 设 C 为 z 族 ，X0C) 和 SC) 分 别 表 示 由 人 产生 
的 4 族 和 oc 代 数 ， 则 XCC)J=SCC)， 


#7 
这 


证 明 因 S(C) 是 包 合 人 的 入 族 ， 赴 
$CY HAC) 
另 一 方 曾 网 AMC) 为 亿 含 和 的 4 放 ， 庆 能 证 明 它 亦 乓 F 族 那么 由 
定理 1 ,12 知 NMC) 为 0 代数， 内 但 得 列 
$S(CYENC) 
亦 即 
SC) = MAC). 
往 证 X(C 为 rz 族 。 设 己基 Xe 中 任意 固定 集 ， 今 
hs= {FP FeMC), ENFeNMC)? 
若 能 证 明 下 面 三 点 
1) 对 每 一 FeX(C), 入, 为 4 族 ， 
.2) 对 每 一 EcC，X = XIC)， 
3) 对 每 一 EekX(C)，》X = XC)， 
屠刀 由 31 知 ，XC 1) 为 族 。 上 从 而 定 理 得 证 。 现 将 1)27337 的 证 


了 明 分 别 搬 述 如 下 ， 、 
1 之 证 朋 . 因 然 feMi, 设 P,Poehr 晶 二 了 ,那么 ENPCS 
王 太 ,由 | 


EN(FAF)= (ENF, MN ENT YNC) 
若 : Pieh, 政 外 册 定 理 1,11 芍 证 骨 知 ，X 和 Xs 为 单 调 族 ， 从 
得 入 :为 14 族 ， 

2 之 证 明 。 内 CC 为 + 族 ，HIN. 的 定义 易 知 CC 二 A, 由 了 Re 
为 4 该 ， 此 和 (CGC) 三 ho, 肌 根据 NA: 的 定义， 我 们 有 he = 和 MC)。 

3 之 证 田 。 

， 设 FeC, 由 2) 已 证 得 的 结 黑 知 Behs, 央 而 Fehsy 玻 人 二 ho; 但 

和 为 4 族 训 和 (CD) 和 ,于 所 据 he 的 定义 得 hy=A(C)。 定理 全 


2 


加 证 有 明 关 系 式 
(FE\F)UYF=E 
成 位 的 充 要 条 件 为 fF 二 EE。 
国 设 8 二 Ff 必 6, 求证 FE\G=(EE)U (FI\G), 
命 证 有 明 下 列 等 式 
E\F=E\(ENF)=(EUFYT, 
EN(F\G)= (ENFNMN (ENG); 
(EJFMNG= (HG) UU (mG); 
(EF\GIN CG) = (ENFMNG; 
(E\FNG=E\ (FUG):; 
EMF\G) = (EF)U (ENG): 
(BP)N (ON) = (FE NCIMF LH); 
(EAF)= (EUF})\EN TE), 
团 设 Bi 上 ?= 1 2 {Fi} 7=1 2 人 是 给 定 的 
集 ， 证 明 下 列 筹 式 


1 Ea _ fm 
(5) n (Fi) = 上册 Y, (Bi Fj); 
(让 UL )- i fi, (BiU Pi); 
(5 小 (vu Fi = 1 (ENP) 
-4 站 (BNP 
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国 设 Bo n=1,2,… 为 集 序列 ,证 姥 
i , EE 
(lim En ) =lim Ens 
nn a 
+ 9 了 
(lim FE, FM lim Ln , 
开 m 


B 和 着 集 序列 Br n=1,2，… 的 lim Es 存在 ,为 X 的 任意 


子 华 ， 证 昌 lim(BsdF)= (limEn) AF, 
| 1 


全 设 {Enyn=1,2,… 为 鲍 两 不 相交 集 序列 ， 则 
im 五 :一 由。 

图 设 4 与 号 为 任意 集 ， 对 人 等 一 自然 数 n， 今 

RB 全 当 ?# 为 奇数 
” 8B 当 # 为 偶数 


证 朋 


lim FE,= ANB, 
Li 

Tim Fn= AUB. 
HH 


信 设 民 为 环 ， 令 
A= {EE, 开 ER 或 EIER } 

证 明太 为 代数 。 

各 设 集 族 民 对 交 及 其 封 拷 ， 试 问 RR 是 环 蚂 ? 考虑 例子， 
五 = feel , 民 为 由 {a} ,15} 及 $$ 集 组 成 的 集 族 ， 

二 设 4 为 了 的 任 一 子 倍 ， 民 和 S$ 分 别 为 六 上 的 环 和 0 代数 ， 
证 朋 民 1 4 为 环 ，Sn 4 为 4 上 上 的 cc 代数 。 
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造 设 $ 为 " 代数，EES 昌 王 关 1， 成 问 对 任意 F 呈 局 是 震 
res? 

吕 设 4 二 XX,E = {47, 试 求 ${E). 

名 设 T 为 不 空 指标 集 ， {3417 ,teT 为 X 上 的 一 族 s 代 数 ， 
试 求 包 售 在 所 有 0 代数 Spie 了 ,内 的 最 大 0 民 数 及 包含 所 让 6 代 
数 $, te 的 最 小 go 代数 。 

仿 设 忆 为 非 空 集 旋 ， 试 证 对 每 一 Ee$(E) 都 存在 一 上 中 
的 集 施 列 五 or =1 2，…(【( 依 赖 革 五 ) 使 得 BeS {En }。, 

钨 设 P 为 半 环 ， 民 ,为 P 中 白 有 有 限 个 集 之 并 所 组 成 的 集 
旋 ， 证 明 RR, 等 于 定理 1,8 中 的 民 。 

吕 定 理 1.11 中 的 代数 改 为 半 坏 ， 它 的 结论 仍 成 立 吗 ? 
洪 虞 例子 ，X 为 可 列 集 ， PP 为 X 巾 全 体 单 点 集 及 5$ 集 所 组 成 的 
集 谱 。 


第 二 章 ”测度 的 扩张 及 完备 化 


#l1 半 环 二 的 测度 


设 上 为 任意 集 族 ， 若 对 每 一 EC， 对 应 一 个 广义 实数 

8(E)， 我 们 称 & 为 CE 上 的 广 文 实 值 集 旧 数 ， 简 称 上 59CE 的 广 
” 设 # 为 CGC 上 的 广 疼 实 函数 ， 满 足下 列 条 什 ， 
1) 老 peC, 册 x{$) =0， 
2) & 汶 非 负 的 ， 印 
Ou(E) SE +o， 对 一 万 EeC， 
3)s 具 有 有 总 可 加 性 , 妈 荐 BixC i=1,2,…#,Bi[E;=$， 
| 


ij， 吃 EieC 则 
UJ 


LU Ei) = p(s), 
财 末 我 们 称 x 汶 C 上 的 有 限 可 加 浏 度 ， 
着 k 满 足 1) 各 2)。 且 满 症 条 处 
4)a 具 有 完全 所 加 性 ， 即 车 BieC ,i =1,2,… ,Bi 站 Bj=， 


i 关 j， 且 U FieC 则 
i=1 
a(1| ED = 三 KED)， 
i 1™ 


EP 


那 末 我 们 称 & 为 完全 可 加 或 5 可 加 测度 。 因 本 书 中 绝 大 部 份 内 
容 仅 涉及 3 序 金 避 加 测 度 ， 上 以 后 营 不 畦 别 声明 ， 所 谓 测度 均 


指 完 人 可 加 测度 。 一 般 地 其 CC 上 的 完全 可 大 测度 不 一 定 旺 


有 限 可 加 测度 。 但 当 geC 时 ， 库 害 证 二 祖 网 ， 这 可 再 谷 式 
UV Bi=Bil EU-U Eo GUSGU 


霄 出 。 但 有 限 可 加 测度 却 不 一 定 是 完全 可 加 测度 ( 参见 本 音 
习题 第 1 题 ) 。 | 
设 上 为 & 上 的 测度 { 或 有 限 可 加 测度 )， 车 对 每 一 个 EEC， 
均 有 FE) < + ee， 则 称 & 为 CGC 上 的 有 限 测度 《有 有 限 肥 有 限 可 如 
测度 ), 着 对 每 一 个 BeC, 存在 可 列 个 EieC ,t=1412,…s 使 得 


u(E) T+, BEC U Eis 称 & 为 CE 上 的 c 有 限 调 度 ， 显 然 & 


在 C 上 有 限 ， 则 必 在 C. 上 0 有限。 
鲍 X 为 实效 空间 R,C 为 R 申 全 体 勒 风格 可 测 集 ，& 为 勒 
贝 格 测度 ， 则 4 为 c 有 限 测度 ， 


列 性 质 ， 
1) 单 油性 ， 即 敬 E, FeP HECF, 则 p(BE)<k(F), .. 
2) 可 减 性 ， 即 着 E ,FeP 且 ECP,F\EeP,k( 因 之 +o0, 划 


HF\E) =a(F) -A(E). 


3) 有 限 半 可 加 性 ， 印 着 EeP，EieP，i=1,3,1';; 束 对 
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定理 2.1 设 4 为 半 环 P 上 的 有 限 可 加 浏 度 ， 则 4 具有 下 . 


性 
a(E) Sp(E). 
> 
4) 设 BieP si=1,2,… ,Ei 和 Fj= ,ij,EeP HY ECE, NM 
U 


EA(ED) SH(E). 


更 设 1 为 P+ 上 的 完全 可 加 测 度 ， 则 # 还 满足 下 列 性 质 ， 
引 ) 完 全 淮 可 加 性 ， 好 宠 EeP ,FieP ,i=1,2,…, 是 


E Bi 则 
i=1 
4(E) <En(E). 


6) 下 连续 证 ， 即 若 EneP sn 一 11,2 人生 lim EneP, 则 


n{(limEn) =lim (En). 


章 】 洪 h 河 半 环 P 上 其 有 内 限 半 可 郝 性 , 则 可 推出 下 和 壕 断 启 “ 对 任 


广 广 L 
溃 Biep = 2， ，EneP, 均 有 kK( UU Ei)< 4(Bi)" 反之 末 
1 + + 


必 正 确 , 当 P 为 环 时 , 丽 首 等 价 . 同 祥 4 在 半 环 P 上 其 有 完全 可 加 性， 出 


可 维 出 下 这 断言 ， “对 性 意 BieP.i= 1,2,…，0 EEisP, 均 有 
到 . 


HU EDE Ep(EN)”, 
i"1 i 
皮 之 未 必 成 立 。 当 PP 为 0 代 类 时 ， 两 浓 竺 人， 
34 


7 上 上 连续 性 ， 即 车 EneP ,nn =1,2s""…Lny 卓 limEneP ， 又 
奉 在 自然 数 m 使 i(Em) 之 +00; 则 


(limBs) = lim na(Bs)™, 
证 明 ” 设 / 为 P 上 的 有 限 可 加 测度 ， 
1 音调 性 的 证 明 ， 设 已 ,FeP 及 王 己 三 那 本 我 们 有 
F=EU (F\E), (2.1) 
因 P 为 半 环 ， 册 半 环 的 定义 ， 存 在 可 ep,i=1,2，…，z 
BEBi = 和 i 尖 j， 合 


FE= YE (2,2) 
由 (2.1) 和 (2.2)、 得 

Me = EU (U Bi) 
由 k 之 有 限 可 加 性 得 

uF) = p(B) + Ep(EI) Sp(E) (2.3) 
这 便 证 明了 的 单调 性 

2) 可 城 性 的 证 明 。 设 卫 ，FeP 及 Er， HeP, u{E) 

二 +o0， 闭 么 出 (2,1) 式 及 4 的 有 限 可 加 性 得 

A = E) tua(F\E) 


细 ) 条 件 " 存 在 自然 数 m 使 ptEmm) 之 + ec7 不 能 答 支 ， 特 则 来 必 
ulimEn) = lim p(Bn), 大 见 本 章 习 是 第 名 题 。 


从 重 
HFN\E) =u(F) — nu(E), 
3) 有 有 限 准 可 加 性 的 补 明和 完全 半 可 加 性 的 证 明 类 似 ， 让 
明 从 格 . 
4) 设 EyeP ,i= 1],2,, BENE;}=@,itiIyEcePH. 


U BEE。 对 每 一 自然 数 p， 我 们 有 
= [jos 5B). (2.4) 
E\ VEi= D (ENED， 


由 半 环 的 定义 知 对 每 一 i，B\EisR(P)， 从 而 BE\U BieR(P) ， 
由 定理 1.8 知 存在 FjeP ,7 =,20" mns 了 i 们 下 4 一夫， j 二 ,使 
入 Han 
BU Bi= UF (2.5) 
i™1 了 


册 {2.4) 和 (2.5) 及 & 的 有 限 可 加 性 各 


村 hh a 
A(E) = Eu(B) + BPD Ep(E) 
i=1 i” i=l 
令 n>%o 我 们 有 
E(B) Su(E), 


5 完全 半 可 加 性 的 证 明 。 证 TeP ， EitP ,i=1,2,.", 且 . 
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E* =E,, FE* = EE By = Es\(EE,), 
网 2* RP), EY Eri—1, 2 E* = 由 ,二 六 
且 
U Ei=U EY 
i=!1 i=>1 
由 定 惠 1.8， 对 每 一 也 ,存在 Ea BimieP，Bij Ei 
mi 
=$,j 二 ,二 EY = Bi 因而 
只 


Ww 


UEi= NY, UB 


由 
互 = sn 人 中 J 蕊 (Ei NE) 
及 # 的 完全 可 加 性 及 单调 性 得 - 
AE) 2 台 于 EN 本 二 三 EpBi), (2.6) 
ji 1 FI1 il1 j=! 


由 已 证 的 们 ， 我 们 有 
E (Bi) Su(E), 
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综合 (2,6) 和 (2,7) 两 式 得 
nlB)< T p(B). 
这 便 证 明了 # 的 完全 半 可 加 人 以. 
6) 下 连续 性 的 证 明 ， 设 EnéeP ， 并 一 1，2， ybn * 且 
limEneP ,车 有 一 Fs 使 (Bx) = + co， 那 么 KimREa) = 十 ce， 
从 而 (limEn) 一 lima (En). 设 A(Bn) 之 + oo N=1,2 ,.…， 


令 B。 =$, 对 每 一 i, 由 半 环 的 定义 ， 存 在 Ei，……，FimitP ， 
EigN Bij= 9, REI, 使 

BAB, = UBi, 
类 似 于 单调 性 证 明 中 的 (2.3) 式 ， 我 们 有 


p(BD ~ AEiLt) = 于 PCBD) (2.8) 
了 


a mm Ms 
lim En = En= ( EiN\Ei-! ) = LU Ei 
加 = 1 i1 jl j=1 


及 E 的 完全 可 加 性 和 (2,8) 式 得 


lim 5,] = 三 z A{E;j) -EE (ec 一 有 ) 
= lim E(BD) -A(BiD))= lim w(En) 。 


村 B 


这 和 便 证 明了 wm 的 下 连续 性 。 
7) 上 连续 性 的 证 了 明 。 误 EeeP，zr=J1 2 Br 电 
limEneP, 又 存在 自 然 数 上 m， 情 惧 吾 由 < + 上 eey 不 妨 设 A(E) 


< co， 对 十 每 一 自然 数 i 存在 Bi Eiss'…*， Eim,eP, Ex: 站 
Eij= $ ,ki, 使 


ms . 
ERNEir, = U Bii i= 1 2 (2.9) 
了 


显然 我 们 有 有 


E, = En U 由 (EANBr::) ) 下 二 开 : 和 《2 。 10) 


i 


BE, = lim zu 人 (EAEn0) ) (2.11) 
B02.9) 代 入 (2,10) 和 (2.11) 短 
nl Ms 
E,= Ertl U U Bij 站 一 92 {2.12) 
和 
E~ limEnU UU Ei. (2.13) 
花 im1 j= 


易 知 (2,.12)，{2。.13) 式 左边 的 集 两 两 不 相 交 ， 由 测 度 # 的 
有 限 可 加 性 和 完全 可 加 性 得 


Hi Ms 
HE) = A(En) + ,WEii) R12 +s (2.14) 
i 了 


mi 


a(E)= nHmEn) + EE A(E), (2.15) 
i™l 六 
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症 (2.14) 1 令 n-xco 得 


. a 
HAED)= im (下 二 工 ， EAEii) (216) 
和 六 


wm i 
因 &() 之 +o2， 散 五 对 (BD)+o0;y 由 (2.15) 及 (2,16) 
i™1 j=1 
我 们 有 
lim au{En) -tp Bi]. 


这 和 便 证 明了 4 的 上 连续 性 。 


§2 测度 从 半 环 扩张 到 0 代数 


设 P 为 半 环 ， 森 节 应 用 C. Caratheodory 的 外 测度 理论 
来 讨论 半 环 P 上 的 测度 到 它 所 产生 的 o 代 数 S(P) 上 的 扩张 。 
设 弛 为 定义 在 X 的 全 体 子 集 上 的 集 函 数 ， 且 满足 下 列 条 


件 : 
1)u*($) = 0, 
”2) 若 ECFNNNA(E) < (FF), 


一 -一 一 一 -一 一 一 一 -一 -一 一 -- 


则 称 p* 为 上 的 外 测度 。 

一 二 上 未 定义 次 即 看 出 ， 外 测度 是 非 负 的 即 
0 凡 EeS 

又 外 测 订 具 有 有 限 半 可 加 性 。 值 得 注意 ,外调 庆 不 一 定 具 

有 完全 机 夯 性 ， 基 至 东 是 有 限 可 如 的 。 例 如 怠 为 由 100 个 


0 


点 组 成 的 伺 ， 此 100 个 点 排 成 每 神 10 点 共计 10 列 的 方 陈 ， 对 
于 四 的 任 一 子 集 E， 定 义 谍 (五 ) 为 含有 E 中 至 人 少 一 个 点 的 列 的 
数 日 ， 容 易 丰 钙 护 为 了 上 的 外 测度 ， 但 不 上 其 有 有 归 可 加 性 。 
记 谊 pg 可 测 集 是 外 测度 理论 中 极为 重要 的 一 个 概念 ， 下 
面 我 们 前 四 它 评 含 登 。 
设计 为 是 上 的 四 测度 ， 瑟 二 苹 ， 洲 潮 任 意 有 44 开交 , 均 月 
ud) = st AN E+ As(AN\E) 


则 称 五 为 怀 可 调集 .由 外 测度 幸 的 有 配 尘 可 如 性 ,我 们 立即 得 
到 ， 及 的 了 和 集 EE 为 1* 可 测 集 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 4 号 区 ， 有 
uA) ANE) + AE). 


显然 区 上 的 外 测度 谨 并 不 只 有 完全 可 加 性 ， 但 将 1* 约 束 
在 全 体 s* 可 测 集 所 组 成 的 集 族 上 时 ， 它 却 具 有 完全 可 加 性 ， 
这 可 从 下 述 引 理 看 出 ， 

引 理 2.1 设 w* 为 六 上 的 外 测度 ，S* 为 全 体 岂 可 油 集 所 
组 成 的 集 族 ， 则 

1) 3 为 5 代数 ， 

2) te 为 S* 上 的 测度 。 

证 明 ” 完 证 归 下 面 两 事实 : 

i) 5S* 为 代数 ， 

ii) 菏 瑟 is3 ,=12s 有 Bi [Ej= $i 大 让; 则 对 任意 
才 之 区 , 恒 有 


(ANU Ei) = ANB). (2.17) 


先 证 站， 由 yj 民 可 测 集 前 定义 立即 得 出 ， 四 ,站 均 为 rx* 可 测 
集 ， 旦 车 为 1* 可 测 集 ， 则 BE 亦 是 必 可 测 保 ， 因 此 3 对 余 运 
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算是 圣 闭 的 。 
现 设 五 ， Fes*, 如 二 六 ， 则 
RECA = pr ANB) tut(AN\E) = (A ENF)+ 
(ANENEF) tatANE NF) +ANBE’ NF’) 
(2.18) 
以 AN EEUU 情人 代入 上 式 中 A 之 位 置 得 
(AN (EUF) = CANBNF) tit( ANENEF')+ 
(ANE’: NP) 2.19) 


由 {2.18) 及 (2,19}) 两 式 得 
pA) = (CANCEU EF) tus(A\(EU EF)) 
总 了 旺 BYU Fe$*, 这 便 证 明了 舍 为 代数 ， 
其 次 当 NF=$ 时 ，(2.19) 式 成 为 


(ANC(BUF) = ANE) + ANF) 


应 用 数学 归纳 法 即 可 得 出 (2.17) 式 。 

下 面 往 证 $* 为 o 代 数 。 因 我 们 已 经 证 得 8* 汶 代数 ， 由 定 
理 1.7 要 证 明 $* 为 0 代数 ， 只 须 证 明 5$* 对 两 两 不 相交 人 可 列 并 
运算 圭 闭 ， 设 EisS* ,i =1,2,"" ny' 生 Bi; 全 j= 中 (i 类 人 门 , 令 


互 = 册 Bi 则 由 (2.37) 式 及 J* 的 单调 性 知 
(A) = AN Bi) + AN BD) 
> (ANY Bi) tr(ANE’) 
-EAA NF) +u*(ANE’) 
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对 任 章 自然数" 成 立 ， 令 xr-*co， 并 利用 的 完全 半 可 加 性 得 
ie(4) SE a (AN ED tu*(ANE’) 
> (ANE) ru ANE') (2.20) 
(2,20) 式 说 明 EeS*, 这 便 证 明了 $4 为 代数， 
在 (2,20) 式 中 以 了 站 F 代 A 就 得 
ur(ANE) > ps(ANBE)S(ANE) 
也 就 是 说 
nr (ANE)=T (ANED). 
这 便 证 明了 ii)， 上 式 中 取 44= 瑟 , 即 得 i* 的 完全 订 加 人 性。 此 外 
由 外 测度 的 性 质 知 ，p* 是 非 负 的 且 p*($) = 0， 这 便 证 明了 jp* 
为 S* 上 上 的 谢 度 。 引 理 证 完 。 
下 面 引 再 给 出 移 造 外 测度 的 方法 。 


引 理 2.2 设 P 为 一 集 族 , ,geP ， 文 设 g 汶 PL 上 的 非 鳞 广义 
实 值 施 数 日 Kg) =0, 对 任意 ECX, 今 


(EE) =inf { EAEi), EeP, i=1, 2, +, 
站 


EU Er} (2.21) 
下 


车 五 无 ?中 的 可 列 复 盖 ， 令 pi(E) = + ceo， 加 性 为 和 上 的 外 测 
魔 。 
证 明 让 了 88 0 及 下 确 蜡 渔 仁 质 分 别 街 出 ， 
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DD) p(B) = 0, 
2) 者 ECF, Ma (EB) Sp(F). 
和 刹 下 来 要 证 明 的 是 x* 满 足 完全 症 可 加 人 性 , 设 Bi 呈 和 ,f=1，2，*… 


今 忆 ~ Eis 车 有 一 Bi 使 (Bi) = 十 cc， 则 
《五 )< 工 pi 


若 扩 (BI) +o0,i=1,2,, 令 s 为 任意 正 数 , 由 j 必 之 定义 ， 
对 每 一 Bi, 存在 ErieP ,j=1,2,… 使 


Bi Ei f= 132s" 

产 

E HE SA (Bi) + 让 2 
了 一 


ut(B) TE TuBD) EE (ED) +e 
1™1 了 一 1™ 


关 e 蚌 任意 的 ， 令 e->0, 就 得 到 席 之 完 金 可 加 性 。 故 懂 汶 上 
的 外 测度 ， 引 理 证 完 . 
引 理 2.3 寿 引 理 2.2 中 更 设 P 为 闪 环 且 # 为 P 上 的 测度 ， 


则 

1) 车 EeP ,ww(E)= (EE), 

2) SCP)CS*, 
其 中 5 为 了 中 全 体 w# 可 测 集 组 成 的 oc 人 代数， 而 n* 由 (2,21) 销 
和 定 ， 
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证 明 1) 设 EeP。 因 
E= EUBUPJ.… 
由 A# 的 定义 知 ，A 半 (8B) wlE), 


另 一 方面 ， 车 BC U Ei, EieP, i 二 1, 2 四 固 & 汶 半 
f= 


环 P 圭 的 测度 ， 由 测度 的 完 爹 半 可 加 性 ， 我 们 有 
s(E)< Eu(Bi), 

因此 由 ee 的 定义 ， 我 们 有 
A(E) nv(E) 


这 样 对 一 切 BeP ， 均 有 n*(E) = A(E)， 
2) 首先 证 明 沪 对 任意 吾 ，FBeP， 均 有 


CF)Y= (FNE) tur(F NE’). (2.22) 

F= (FNE)U (ME), {2.23) 
由 外 测度 的 有 限 半 可 加 福 ， 我 们 有 

uF) uF NN EY) +i*{F\E) {2.24) 


因 P 为 半 环 , 礁 存 在 fkP ,t=1;2,… sh {i} 两 两 不 相交 使 
FE- UF;, 


邻 Fo=FNE, 那么 FeP, HF,, FPF, a 中 Fo 两 商 不 相交 ， 
由 (2,23) 我 们 有 
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因为 P 上 的 测 康 ， 由 已 证 的 1) 及/* 的 定义 有 
ar(F) = pH(F) = En(Pi) uP NE) + 1M(F\E) 


= F NN EE) 二 (五 ) ， (2.25) 


比较 (2,24) 和 (2,25) 得 (2,22)。 
Cv 其 次 设 FHeP， 又 4 是 和 的 任意 子 集 ， 如 果 1(4) = +o0， 
出 

A> AN EE) AA EB), 


如 时 有 (有 二 +ece， 那么 对 任意 e>>0， 存 在 EieP ,i=1， 


2,… 使 4ci EE; 且 
f=1 


(A) te HE， 
由 已 证 的 1)，(2.22) 及 外 测度 的 完全 半 可 加 性 得 


AED= THEN EWEBNE)+ 
1 i™ i 


p(B NE >at(ANE)} + (ANE’), 
因此 
pa*(A} te (ANE) tus(ANE’), 
因 e 是 任意 的 ， 故 
uttA) ANE) + a ANE'), 
这 便 证 明了 RSr， 从 而 ?一 S*。 伍 Se 是 rc 代数 ， 放 SIP) 
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CS*， 这 便 证 明了 2)。 引 理 证 完 。 
引 理 2.4 设 P 为 任意 集 族 呈 可 表 为 P 中 可 列 个 元 过 的 
并 、& 为 S${P) 上 的 测度 且 在 P_ 上 o 有 限 ， 则 对 任意 EX, 存 在 
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五 ;EP 2) < + cy i= 1,2,… 使 8 二 芯 Ei, 薪 更 说 P 是 半 


环 ， 则 上 述 Bi i 二 1,3,… 可 以 选 为 两 两 不 相交 的 。 
广 明 设 E 为 了 X 的 任意 子 集 ， 由 假定 存在 FieP, i= 1， 


2,… 使 CFi， 因 k 在 P 上 or 有限， 故 对 每 一 集 Fi， 存 在 

RijeP ,pn(F) <+o0,j=1,2,…， 使 Fic-U Fij, 于 是 得 到 
BY, ,Fin 

将 集 序列 {Fijsiy j=1,2,…} 重新 排列 为 集 序列 {Ei 

i= 1,2,…} ， 则 有 BC Bi 其 中 FisP ,h(i)<+o0,i=1， 


。5| 理 2,4 芍 第 一 个 缩 论 得 证 ， 
类 更 没 P 为 半 环 ， 令 
BY =E,, EY = BN\B, B= EN\BUE,), 


最 然 BeR(P) ,4(BY) 之 +o0， i= 1,2," HE, NEY=5, 


i 万 j， 由 定理 1.8 知 ,每 一 二 均 可 开 为 P 中 有 限 个 两 两 不 相 


交集 之 并 ， 因而 宕 在 GieP， EGG) < 十 co i=1, 2， Sy 
7 


GifGJ= 9 ij, 使 0 雇 = 站 Gf， 但 由 书证 得 的 第 一 结 
论 ， 我 们 有 
EC U Es:= UE?= 加 Gi 


这 样 便 得 出 引 理 2.4 的 第 二 个 结论 。 引 理 证 完 ， 

引 理 2.5 设 中 为 闭环 且 天 可 表 为 P 中 可 列 个 元 素 的 并 ， 
上 天 Hu 为 SCP) 上 的 测度 ， 且 在 P 上 上 cz 有 限 ， 又 占 和 pa 在 P 上 相 
等 ， 则 它们 在 S(P) 上 世相 等 。 

证 明 设 4eR 且 2( 有 < 拓 十 ee， 念 


R= | U4 sAieP ,AN Aj= 8 ,ij n= 1 2 | 


由 定理 1.8 知 R 为 环 ， 容 姻 证 明 S(R) = $ (P), 因 AeR， 
故 R 站 4 是 4 上 的 代数 ， 因 4 和 gs 在 P 上 相等 ， 对 任意 自然 数 
Hs 及 AeP, i=1s2 "ny AiN A; = 中， i ij, 我 们 有 


a((8.4)n4 )- Ek.(Ai fA) 三 Fpl Nn 4 


一 ( 们 名 54 } 


这 就 说 明了 如 和 js 在 R 站 4 上 亦 相 等 。 令 
M = {E,Ec${(P) NA,mlB) 一 各 (五 ) 下 
那么 对 于 了 EM = 1 2，… 五 i 或 Bi 4 ， 注意 多 在 S(P) 站 4 上 
是 有 限 测 度 ， 故 由 定理 2.1，、 我 们 有 
二 名 


al limE;) = lim p (五 = lim pat En) = (lim En) 


因此 机 是 单调 族 ， 但 肌 二 R 站 4, 从 而 骨 二 由 (R 人 4) , 但 由 定理 
1.11 及 定理 1.9, 我 们 有 
MRNA)=S(RNA)=S(R)NA=S(P) NA 


因而 
M= S$(P) N\A, 


这 就 是 说 志和 jy 在 S(P) 门 4 上 六 相等 。 
现 设 为 3(P) 中 任 一 集 ， 出 引 理 的 假设 及 引 理 2,4, 存 
在 五 ieP， i Bi) teooi=1, 2 BiNE; = @, iis 使 


Ec Ei, 从 而 


tm (BE) = 总 (BEnBi)= Bm(ENE)= (EE), 


这 就 是 说 在 8S(P) 上 gi = ks。 引 理 证 完 。 

定理 2?.2 设 P 为 半 环 ，k 为 P 上 的 测度 , 则 g 可 扩张 为 o 代 
煞 S(P) 上 的 测度 ， 若 更 设 王 可 表 为 P 中 可 列 个 元 束 之 并 ， 且 
4 在 Po 有 限 ， 风 x 在 S(P} 上 的 扩张 是 唯一 的 ， 旧 扩张 测度 
在 S(tP) 上 0 有 限 。 

证 明 ”考虑 引 理 2.3 中 的 x 和 3*， 由 引 理 2,.2 和 引 理 2,1， 
fs 为 右上 的 外 测度 ， 皇 为 9* 芋 的 完全 可 加 测度 ， 再 根据 引 理 
2,.3,5(P)C 5S* 日 对 每 一 EeP，j*(E) = 六 了 因此 尾 就 是 z 企 
S(P) 上 的 扩张 测度 ， 芳 更 设 导 可 表 为 P 由 可 列 个 元 味 之 并 ， 
且 8 在 P 上 上 cc 有限， 那么 根据 引 理 2.4，l 尽 在 SCP) 上 亦 c 有 限 。 
最 后 出 引 理 2.5 知 ，A 在 $(P) 上 的 扩张 是 唯一 的 . 定理 证 完 ， 

注定 理 2.2 中 人 条件“ 和 Am 在 PP 上 cc 有 限 ” 是 必须 的 ， 否 
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对 定理 未 必 有 成 立 。 例 如 又 是 实数 容 间 R P 是 R 中 全 体 半 开 闭 
区 间 所 组 成 的 半 环 ， 此 时 S(P) 就 是 R 中 的 波 电 耳 集 族 B。 设 
4 为 天 中 任 一 痪 定点 ， 对 每 一 FeB， 令 


了 0 当 五 = 四 

uitE) | oo 当 Ez 汪 
1 当 马 =4 或 {x} 

| ea 当 E¥6 有 及 {x} ， 


则 p& 和 #s 均 为 B 上 的 测度 ， 生 在 P 上 相等 ， 但 它们 在 单 点 集 
{x} 上 永和 相 等。 网 单 点 集 为 波 雷 耳 集 ， 改 点 和 /不 能 在 B 中 
所 有 集 上 都 租 等 ， 
我 们 必须 强 训 指 出， 引 理 2,5 的 证 硼 方 法 也 是 测 谋 论 中 
带 用 区 典型 方法 之 一 。 正 如 第 一 章 §6 所 指出 的 那样 ,在 证 明 
引进 2.5 时 ,我 们 不 能 采用 第 一 章 §4 所 介绍 的 ， 证 明 $(E ) 中 
所 有 元 素 均 满足 茶 * 往 质 4" 的 典型 方法 。 因 为 我 们 无 法 证 明 
M= {EBE, Bes(P), 4 (BE)=p.(E)} 
为 0 代数. 但 运用 单调 族 这 一 工具 ,我 们 的 问题 就 迎 妨 而 解 了 ， 
正如 第 一 意 § 了 所 指出 的 那样 。1 族 和 z 族 的 方法 可 以 代 
赭 单调 族 的 方法 ,作为 例子 我 们 介绍 一 个 概率 中 常用 的 定理 。 
定理 2.3 设 人 为 z 族 日 XeC, 有 和 所 是 $S(C) 上 的 两 个 有 
限 测 度 ， 又 抽 和 gs 在 C 上 相等 ， 则 它们 在 $(C) 上 也 扯 等 ， 
证 明令 
M= 1E,BeS{C) ,p(BE) = £4,(E)} 
往 证 则 为 1 族 。 
1) 出 假定 知 XeM。 
2) 著 孔 ，Fe 抽 县 互 二 FF， 那么 由 测度 的 可 减 性 得 
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{BPF)=RAE) -A(F)} = pH(E) — p(B) = i (E\PF), 
故 E\FeM. 
3) 若 Ene 约 ,n=1,2,-…; 目 En， 那么 由 测度 的 下 连续 性 


AilimEs) =lim p(Bn) = lim p(Bn) = plim En) 
3 fm Lr ed 并 一 oo 


礁 lim EneM。 这 便 证 明了 所 为 4 谈 ， 由 假定 出 包含 < 该 C， 利 
用 定理 1.13 及 了 的 定义 我 们 有 
M=S(C) 
这 就 是 说 ，& 和 #6 在 $(R) 上 相等 。 定理 证 完 。 
定理 2.4” 设 民 是 环 目 世 可 表 为 民 中 元 隶 的 可 列 并 ，4 是 
St 民 } 上 的 测度 且 在 RR 上 cc 有 限 ， 则 对 $(R) 中 任意 其 有 腿 测 
度 的 集 有 及 任意 正 数 e， 存 在 R 中 的 一 个 集 Ee， 使 得 n(EA4E。) 


< 


证 明 ”出 引 理 2.3 及 测度 扩张 的 叭 -性 可 知 


HE) = inf {BE p(B): ECY Ei,BiR,i=1,2,.} 
因 h(B) 之 + co， 故 存在 BieR ,i=1,2,*…, EC U Bi 有 
此 


ACEBD<AE) + ， 
再 模 据 测度 的 完全 半 可 加 性 我 们 有 


a(U EEDAE)+E . 


1 


limp( Ei) =&( UF) 
故 存在 正 整 数 mw 使 


z(U ED<u(UED+ 半 ， 


令 Be= Fi, 那么 EeeR, 且 
HAE\Bo) Sn(U BNE) = MU ED) -A(BEe) eS, 


A BE) <n( ENE) =p( VY Ei) -p(B)<E, 
故 
KAEAE,) = A(E\Bo) + (BE)<e. 
定理 证 完 。 


83 测度 的 完备 化 


设 X 为 任意 集 ，5 为 X 上 的 o 代 数 ，/ 为 $ 上 的 测度 。 设 
NCX， 若 存 在 集 4es， 使 得 a(4) = 0 目 N 二 4， 则 称 N (对 于 
测度 p) 为 可 了 略 集 。X 中 全 体 k 可 略 集 所 组 成 的 集 族 记 为 N， 若 
N 一 S, 则 称 /为 完备 测度 。c 代 数 上 的 测度 未 必 免 是 完备 的。 
例如 4 为 X 的 国定 子 集 ， 令 S$- {X,g,4,4/ } ， 那么 $ 为 一 5 
代数 。 在 $S 上 定义 测度 4 如 下 


ns) =0, ntA)=0, ntA')=1, AH(X)}=1, 
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设 BC .4 且 B 关 4,， 显然 8 为 # 可 醋 集 但 它 不 属于 ， 从 而 w 不 是 
完备 测度 。 
设 吉 为 o 代 数 $, 上 的 测度 ，p; 是 0 代数 $, 上 的 洱 庶 ， 若 
1) $$ 


2) 所 为 $s 上 的 完备 测度 且 对 每 一 Fe 均 有 
M1(E) = p(B) 
那么 我 们 称 #, 为 后 的 完备 化 测度 。 | 
对 于 o 代 数 上 的 测度 ， 恒 存在 它 的 完备 化 测度 ， 下 面 的 
定理 2.5 给 出 了 建立 完备 化 测度 的 一 种 方法 。 
定理 2.5 设 # 为 0 代数 S$ 上 的 测度 ，N 为 -可 略 集 旋 ， 令 


= {EUN, EeS, NeN} 
对 于 久 中 每 一 元 宕 FP， 当 可 表 为 F= UN 时 ， 定 义 
A(F) =u(E) 
则 1) S 为 包含 $ 的 代数 
2) 有 为 S$ 上 的 完备 化 测度 ， 并 且 对 每 一 BeS ,A(E) = p(B)， 
证 明 。 先 证 1) ,显然 % 为 可 略 集 , 故 S 一 $. 往 证 $ 在 可 列 


并 运算 下 是 封闭 的 ， 设 Fie $, i=1,2,…， 不 妨 设 
Fi= Ei Ni, BreSs NiCAis AieS, ptAr) =0si=1,2,°"" 
由 下 列 关 系 式 


Dri= 0 (BY N) =(U ED)U (ND, 
UN;c U A 
i™=l f=1 
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及 U BieS， 册 LieSyp( 日 41) =0, 就 知道 0 Fie $， 这 就 是 


说 $ 在 可 数 并 运算 下 是 封闭 的 。 
设 FeS， 不 妨 设 
F=EUN,ReS,NCAd, dAeS ,nu(A) =0, 
那么 由 关系 式 
F' = (BUN)’= (EUA)’U (AN(EUN)’) 
及 (EU A)'e$,4 (EUN)'eN 就 得 出 Fe 3, 因 而 S$ 在 余 运算 
下 也 是 封闭 的 ， 这 便 证 明了 S 为 代数， 
现 证 明 2)。 首 先 证 明 & 的 定义 是 不 含混 的， 设 Fe$, 且 
F=EUN,= EUN,, 
其 中 吾 和 Bre$,。 NiCA, NcA4, Ae$, p(tA) =0。 因 
EUA=FUA=AU BE; 


ECE,U A) = gp(E;,U A)， 
此 外 由 测度 的 单调 性 及 有 限 半 可 加 性 得 
ME)EA(EIY A)YSEu(B) + A( A =p(B;) ,i =1,2 


贸 而 
HE) = 0(E UA) = a2(EsU A) = 上 (五 )， 


这 便 证 明了 A 的 定义 是 不 合 混 的 . 
显然 对 每 一 Be$, 我 们 有 
A(E)=p(E) 
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且 尺 为 非 负 的 。 设 FieS ,i=1,2,…,FiN j= ii 六 不 功 
设 

Pi= EU N: i=1329"" - 
其 吊 Bie$, NiC4 i=1, 2, ,Ae$, pf = 0. 因 Fi 人 N 
了 = 由 i 到 从 而 EiNE;=$, 2 天 了 国 关 系 式 


四 GFi) = ( (0) U (Dni)) 
一 中 ( UB: ) = AEi)= Hal:) 


便 得 到 的 完全 可 加 性 、 因 此 为 S$ 上 的 测度 。 最 后 往 证 
到 为 完备 测度 。 设 
FCEUN, h(EUN)=A(E)=0 


其 中 NCA，Ae$, jk(4)=0. 因 兹 
FCEUA 

和 且 &(EU4) = 0 故 
F=$UreSs 


并 且 扬 (P) = Kg) =0, 这 便 证 明了 到 为 $ 上 的 完备 测度 ， 定 
理 全 部 证 完 ， 


84 有 限 可 加 测度 成 为 完全 
可 加 测度 的 条 件 


在 具体 构造 测度 时 ， 往 往 需要 考虑 有 限 可 加 测度 附加 什么 条 
件 就 能 成 为 完全 可 加 测度 。 本 节 中 ， 我 们 给 出 有 限 可 加 测度 
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成 为 完全 可 加 测度 的 几 种 充分 条 件 。 在 本 章 8 1 中 我 们 曾 指 
出 半 环 上 的 完全 可 加 测度 一 定 是 有 限 可 加 测度 且 具 有 完全 
半 可 加 性 及 上 ,下 连续 性, 下面 的 定理 2.6 说 明 完 全 半 可 加 性 
也 是 半 环 上 的 有 限 可 坑 测 度 成 为 完全 可 加 调度 的 充分 条 件 。 
定理 2.6 设 # 为 半 环 P 上 的 有 限 可 加 测度 ,满足 下 述 条 件 ; 


4 车 EieP,i =1,2,… 且 DEP L LE ) <ExtE)" ， 


则 a 为 P 上 的 完全 可 加 测度 ， 
”证 明 只 须 证 明 t 具 有 完全 可 加 性 ， 设 BieP, i=1,2,…， 


iN Ej=#，izj， 且 由 ,BisP. 因 w 是 有 限 可 加 测度 ， 由 定 
理 2.1 的 4) 我 们 有 z 

EAEN<u (UF: ); (2.26) 
又 由 定理 的 假设 ,我 们 有 

a( DE:) <EAE) ， (2.27) 


综合 (2.26) 和 (2.27) 即 得 4 的 完全 可 加 性 。 定 更 证 完 。 

下 面 的 定理 给 出 半 环 P 上 的 有 限 可 加 测度 成 为 完全 可 加 
测度 的 另 一 充分 条 件 ， 它 在 具体 构造 勤 贝 格 测 度 布 勒 贝 棒 
- 司 带 阶 测 度 时 ， 起 着 重要 的 作用 ， 而 且 它 还 可 以 用 于 构造 
拓扑 空间 上 的 测度 。 

定理 ?2.7 设 x 为 半 环 P 上 的 有 限 可 如 度 且 满足 下 述 条 


件 ，“ 对 于 任意 EeP, EicP,z=1 2 且 .三 CA Bi 及 任意 


5 


给 定 的 正 数 e， 则 存在 FeP， FieP,; i= 132,-* -使 
1 AF)2n(E)~e, A(Fi) nu (Ei )+ ef/25 i=1, 2 
2) 存在 月 然 数 只 使 


mt 
FC UF;” | 
i=1 


则 k 是 P 上 的 完全 可 加 测度 ， 
证 明 设 五 JeP， i=1, 2，…， E; NN Ej = 中 ,1 三 1f, 及 


岂 BieP, 又 es 是 任意 给 定 的 正 数 . 令 F = Bi 对 上 述 


{Bi} ,8 及 e, 由 定理 的 假设 知 ， 存 在 FeP，FieP , i = 1 2 ~ 
油 足 1) 和 各 2), 由 2) 及 g 的 有 限 半 可 加 性 得 


nF) < 所 五) Se 己 HE 
再 注意 1) 便 有 

nA(E)-e<E AE)+e, 
令 e 趋 于 0 就 得 

8 三世 ) < 三 w(ED ， 


根据 定理 2.6, 我 们 便 知 # 为 中 上 的 完全 可 加 测度 定理 证 完 ， 
定理 2.8 设 /为 环 R 上 的 有 了 眼 可 加 测度 且 在 R 下 连续 , 即 
荐 EseR, i=1, 2,… 且 已 sf 瑟 ER,， 那 未 


nCE)= lim A(En) ， 


则 # 为 R 上 的 完全 可 加 测度 。 
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证 明 设 厂 ER, = 1 2 py 五 门卫 = 中 了 基于 及 
U EieR. $Fn= UE , 则 FueRim= 1;2… 且 Fn 出 五 P 出 
i™ 了 Ld 


的 下 连续 性 及 有 限 可 加 性 得 


了 nL 
a (UEi)= lim npn)= lim 总 MED 
= A(E:), 
下 = 上 


因此 4 在 R 上 具有 完全 可 加 人 性， 定理 证 完 ， 
从 定理 2.8 知 ， 环 R 上 的 有 限 可 加 测度 ， 着 下 连 续 ， 出 
一 定 具 有 完全 可 加 性 。 然 而 环 R 上 的 有 限 可 加 测度 若 上 过 
续 ， 却 未 必 具 有 完全 可 加 人 性， 参见 本 章 习 题 第 @ 题 。 但 当 # 
是 环 R 上 的 有 限 有 限 可 加 测度 且 上 连续 ， 那 么 它 必 是 完全 可 
吉 测 度 ， 这 可 由 下 述 定理 看 出 . 
定理 2.9 ” 设 p 为 环 R 上 的 有 限 可 加 测度 ， 且 满 让 条 件 ， 


“ 若 EneR EE 4 $6 > im au(En) = 0 ， 


则 & 是 环 R 上 的 没 放 。 
证 明 ， 只 须 证 4 是 完全 可 加 的 ， 设 BieR， 2。… 


E: NEj= $i, EE= U EeR. 令 
: i 


Fr = 中 EB; 


了 一 件 二 上 


那么 ，FraeR。 且 Fuel mg， 由 定理 的 条件 得 
号 各 


im A(Fn) = 0. .| (2.28) 
又 从 4 的 有 限 可 加 性 得 
Bos (GB) rae 


= p(Bi) ta(Fn) 
上 式 令 h->20， 由 (2.28) 式 得 
{BD) = En(E), 


亦 # 是 只 上 的 完全 可 加 测度 。 定 理 证 完 。 

: 注 1， 定 理 2， 9 的 条 件 并 非 油 讼 的 必 妥 条 件 ， 参 由 本 写 罕 
习题 第 @ 题 。 i 
.，. 注 2: 定理 2.8 和 定理 2 。 9 中 的 环 R 改 为 半 环 。 定理 未 
成 立 ， 参 见 本 章 习 题 第 饼 感 。 


- 维 勒 员 格 济 府 厦 吉 由 
格 - 司 帝 阶 测 度 . 
| 记 全 体 实 数 所 组 成 的 集 为 R。 林芝 我 们 将 用 - 定理 2。 7 来 
建立 R 上 的 惑 页 格 测度 (简称 L 测 度 ) 及 惑 风格 一 司 帝 防 测度 
《简称 工 ,$ .测度 }. 设 P 是 RE 中 全 体 左 闲 右 开 及 间 [a,5) ) 组 咸 的 
尝 环 ， 其 由 a 所 5 对 于 Ca,b)eP， 定 义 3 


HtLasb)) = 6—a, (3,29) 
现 验 明 这 样 定义 的 广义 实 函 数 k 满 足 定理 2.7 的 条 件 ， 
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总 而 & 搜 半 环 忆 上 的 测度 。 
1) 显然 xz([asb)) > 0ELaAtD) = 
2) 4 在 P 上 其 有 有 限 可 加 性 . ea, pje, Cadiiep! 
i=1,2，…，? 且 此 # 个 半 开 闭 区 间 丁 两 不 相交 由 


本 
= Ff 


nl Can Bi). 
将 人 Fe 站 中 的 集 重 新 编号 而 成 为 { 本) 上 ， 恒 


得 
入 : i - | 
Tasb) = 出 [2; bi), 网 {2.30) 
= : 
并 且 a= ay = 及 
ai<pi= as b= Go 过 有 =， “= en- 1 = orb 


. : 人 31) 
只 (2,30) 和 (2.31) 两 式 即 得 ， 
一 一 上 = (0 二 (ne 0, 


于 是 
ulLasb)) = nCaisbs )) 三 3 H(iLais 书 )), 


这 便 证 明 了 在 P 土 是 有 限 司 二 的 。 


3) 设 Easb) 二 , 吕 Cans bn)。 令 6 为 给 定 的 正 数 ,并 二 6%-6， 


bn) ceP ,4=1,2,.. 


6 


内 Ys 
i 总 ， 外 刘 这 jh 


2 i i 辐 六 rE ; 


:, Ne 


8 hn)eP sh 入 人 

i te)= a) ， 
pon a i) bn tn + 各 
Talonsbn)) + 3 


| U Camabn), 改 ， 


a -ci (an — 三 bun), 
从 有 限 复 六 定理 知 。 存 在 类 数 "使 

Fa- ac ,an ~ 沅 ， bo), . 
因 俐 更 有 , 


Ca a ap 一 -2 Sr ba)» 


六 样 便 证 明了 (2.29) 式 所 确定 的 4 让 P 二 满足 定理 2.7 的 条 
件 ， 固 而 pz 是 P 上 的 测度 ， . 
用 B 尖 示 有 R 中 波 置 耳 集 族 ， 沁 第 -一 总 $5 知 ，B = SCP)。 
最 然 由 {2.39) 式 确定 的 p 在 P 上 是 有 限 的 ， 夏 由 定理 2,2，& 
可 唯一 地 扩张 到 B 上 旦 扩张 后 的 测度 是 zx 有 限 的 。 然 后 应 用 
定理 2,5 所 提供 的 完备 化 方法 将 上 的 测度 Kk 完备 化 ， 得 出 BB 
总 


上 的 完备 测度 所 这 个 定义 在 c 代 数 至 上 的 测度 二 ， 我 们 称 之 


- 为 玉 中 的 勒 贝 格 测度 ,而 B 中 的 集 称 为 R 中 的 惑 风格 测 可 集 。 
因此 由 定义 即 得 。 凡 FE 中 的 波 管家 集 必 为 站 的 勒 册 格 可 测 
集 ， 有 时 为 方便 我 们 把 B 上 的 不 完备 测度 p 亦 称 为 勒 风格 测 
度 。 

现 讨论 R 中 的 .5. 测 度 ， 设 是 害 灸 竹 孔 上 的 相连 续 不 降 
实 函 数 。 对 于 [asb)eP， 定 义 

pr(Casb)) = Fb) — F(a) | (2,32) 

和 工 测 度 一 样 ， 我 们 将 验证 (2.32) 式 所 确定 的 广义 实 函 数 &: 
满足 定理 2.7 的 条 件 ， 从 而 kz 是 半 环 上 欧 测 度 。 显 做 种 在 P 
上 是 有 限 的 ， 攻 由 定理 2.2,n 可 唯一 地 扩张 到 B 上 和 且 扩 张 后 
前 测度 是 有限 的 。 然后 应 用 定理 2， $5 廊 提 供 的 完备 化 方法 将 


B 上 的 测度 gr 完备 化 ， 得 到 BB B 上 的 完备 测度 和 re 此 完备 测度 


记 称 为 R 中 的 由 所 引出 的 勤 贝 格 一 司 帝 阶 测度 ， 简称 .5 , 测 
度 。 有 时 B 上 的 不 完 各 测 庭 gr 亦 称 为 上 . 3, 测度 . -下 击 我 们 验 
朋 js 满 足 定理 2,7 的 条 件 。 

1) 显然 器 (四 =0 有 us (Casb)) =F(b) - Fla)>0. 

2) 种 在 P 上 其 有 有 限 可 加 性 ， 

设 [ai 8; jeP, i=1， 2 "sh 并 且 {Cass8) 上 中 的 集 汪 丙 
耕 祸 迹 ， 及 

- Ca, DD) = vy CoeisBi). 
将 { cans 站 中 的 集 生 新 六 号 而 成 为 tes) ?使 得 
和 casb) = 总 ceo 六 . i 


号 ， 


8 


并 且 4a = 45=Bn 及 


b= 0 by an br = nb 

政 此 
FPF(D) -F(a)= Fbn) ~ Fla) = EPlbn) ~ Plan)) + 
CHLbE I — Fas} i Ft CP) F(a), 

由 此 得 


prlLasb) ) -总 Hz(Carsbi)) = 二 prt CaisBi))s 


这 伪证 明了 pr 在 P 上 是 有 限 可 加 的 。 
3) 设 [asb) 忆 Cansbm)，e 是 给 定 的 正 数 ， 因 F 在 8 点 
是 左 连续 ， 放 存在 实数 b' ,5 < 使 
FEB) ~ FP{b') <e 
又 F 在 每 一 点 ca 都 是 左 连 续 , 故 对 每 一 er, 分别 存 在 实数 ov 使 
得 ,<<on 状 县 
F(on) -FP (oan) <in 。 
考虑 re;i ) ,Ca bs)sn =12,.…， 则 
Deosb Eccesd), fa ob) 一 Easy sn = 1 
ii)pgptCasb’ = pe{Ca bY- pr (Ch sb)) 
>up(Lab)) -es 
pzf [er st) y= rt[e yan)) + Hp{ {Lans bn) ) 
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3 ， A {Can sb ! ) py 
a i - . 1 -1 


tes 本 出 ， En vn) 和 


站 


co jw 1 
应 省 朋 银 履 识 定 赴 知 ， 存 在 自然 数 m 合 


asd 9 en sn}s 


Gast SY Le s bn) 9 


这 样 便 证 时 了 (3.332) 式 所 确定 的 在 P 二 清 : 足 定理 2 的 条 
条， “因而 # 是 已 多 测度 芷 。 i i 

E 面 我 们 讨论 了 利用 ?上 的 左 连续 不 降 实 函数 来 建立 
.S$. 油 度 的 问题 。 现 讨论 由 已 知 R 上 不 降 实 函 数 主 建 字 .5. 测 
度 的 情形 ， 今 4 为 5 的 全 体 不 活 续 点 所 组 成 的 集 ， .定义 
PF{x) | eA 
! F(x i ee 
则 是 定义 ofERE 上 的 在: 连续 不 隐 实 重要、 事实 上 ， 对 每 个 


xéeR , 


F(x) = (2.33) 


P(x) 万 王 ( 和 3 全 全 = a 3 a 


和 一 一 一- - Ye 
®)F (xo ) -limF(a)， Fre )= imF (Rm.. 
四 Eni i Ea i 一 了 
Xo ee ” 
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改 了 是 不 降 实 函数 其次 设 we 对 任 兴 下 数 c>0 :存在 x! < 


局 使 
四 FO SEF) -8 i 


避 于 任意 的 x*e(x? sx,) ,由 的 不 降 性 得 
Ffx?)= sup Ply)> > P(x’ IF (x) -se 
Wy! i i 
再 由 玉 的 不 泛 手 得 2 
TR (#0) F(R) ~ F(x <e 
斌 时 六 ,是 左 连 续 揭 。 - 四 
， 淋 于 [ey 的 oP 定义 
EC = Ft(b) -E(tn) , {2.34) 
刘 由 上 述 已 证 得 的 结果 知 : 由 (2,34) 深 定义 的 wr 是 半 . 环 P 上 
境 测 寥 ， 抬 必 在册 上 前 扩张 妇 仍 称 为 队 F 所 引出 的 7.S, 油 订 。 
主意 ， 这 时 从 (2， "35) 和 (3， 34) 黄 式 得 | 
ACEe， B= Fb- -F(a 了 


$6 nn 维 冲 贝 格 测 度 及 
时 内 将- 司 帝 瞪 渴 度 


记 全 体 ? 维 实 将 研 组 和 成 的 集 为 型 , 本 和 我 们 公用 定理 2.7 
淮 建 这 R ， 上 的 勒 册 将 测度 及 勒 忠 格 - 司 帝 阶 测 度 ,; 
a an) Berd 为 民 申 丽 宫 ， 满 
时 i 了 人 
A i=1 2 EE 
此 时 我 们 将 记 为 受训 演 首 术 背 我 帮 将 贡 闫 c 考 to 3 
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G13 boy "3 Ons by 表示 as 为 端点 的 左 闭 右 开 区 间 ， 其 中 
a<8, 用 Ps 表示 R 中 全 体 左 闭 右 开 区 间 fe, 切 组 成 的 半 环 ，Br 
表示 "中 该 雷 耳 集 族 ， 由 第 一 章 $5 知 ，B*= S(P9] .对 于 
Cas b)eP"， 定义 

本 (Casb))} = Cb, — a (Br ~ tn) , 2.35) 
我 们 将 验证 (2.35) 式 所 确定 的 广义 实 函 数 p 满 足 定理 2.7 的 条 
谷 ， 从 而 x 是 P* 上 的 有 限 测度 ， 由 定理 2,2,4 可 唯一 地 扩张 为 
Br 上 的 c 有 限 测度 。 最 后 应 用 定理 2.5 所 提供 的 完备 化 方法 
将 Ba 上 的 测度 kz 完备 化 ， 得 出 B* 上 的 完备 调度 k。 这 个 定义 
在 o 环 妈 上 的 测度 w 。 称 为 Re 的 勒 共 格 衣 度 或 r 维 蒜 贝 格 测 
度 ， 而 中 的 舍 称 为 4 维 勒 只 将 可 测 集 ， 

往 证 (2.35) 所 确定 的 集 函 数 y 满 足 定理 2,7 的 条 件 ， 

1) 显然 8($) =0 且 ptCa, 上 ) 守 0 

2) 上 在 Pr 上 上 具有 有 限 可 加 住 ， 即 若 I= Cas b)s Ti= 
Ca pO), i=1,2…， m: {1} 两 两 不 相交 且 I = 


Gr 则 
aD =B xD). C2.36) 


书 归纳 法 来 证 明 。 当 由 = ?时 ， 欣 们 有 有 
T=ITUl 
- 审 划 者 其 此 时 I 仅 有 一 条 边 是 志和 五 对 应 边 之 并 ， 而 耳 
石和 的 其 余 z~ 1 条 边 是 相同 的 。 不 妨 设 
[ay = Caqn s& yu Ca 8 }, 
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-和 = Gi= a ， 6 = bi, cay sb }》 

= Las, BID) = Cet ,bn), 了 = 2，3:…， [ 

从 而 . . 
u(tT) = (一 QI) (bs — a2) (bn ~ an) 


= (bi -6 二 下 人 a (bs gs) (bn — on) 
一 人 一 Ge) ) (be a J B12 -alt )》 


f1) ol tl 1 fl ti) 
+ (Cb, 2 ) (Cb, a eb 2 ) 


=u(T) + p(T,) 
这 使 证 明了 # 在 P 上 有 二 项 可 元 性 ， 
谈 t= 衣 -1 产 2 时 (2,36) 成 立 ， 往 证 m= 胡 时 (2,36) 亦 成 
立 。 有 此 了 蛙 五 了 Tm 中 必 存 在 一 个 IT = Cadio, piio), 


使 a 才 a 'io’ ， daio ,pio =6b, 不 她 设 和 = 1a,<a!v， 令 
J = TCat' ,bs Ga ans bn)s 


天 二 [Goei 3 Aab2y “9 ing 


则 J, KeP m，J NK=4$，I C3 上 月 存在 莫 个 1>+ 俩 入 ， 
不 妨 设 1=2， 


T=INI= 0 OND RNIU ON) UU NIn) 
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人 


= (Ki MN) U (KN I Cn 
铜 些 ， 册 果 纳 法 根 设 有  ” 国人 
A(I) = pK) 二 让 ) = KNIT) ru ND tn{KkNn 


I) aE NEY) FAT NT + “p(T NIm) 
= aL ) + 人 
3) 没 T=Casb), Ti=[a'D， 和 
Tc I ,又 6 为 给 定 的 证 数 且 s 王 min ,( 拉 一 487), 取 
[| ，, -0 0 网 
bard ta , i=1,2,.…, 使 
nu(Lasb’ Dp( [Lab))}— es 
u(ta ‘iit, bn Ven ca sb cn) 人 二 人 人 四 


Casb Ic ee 人 
吉 肌 站 山大 关 宣 各， 各 和 省 执 雪 m 全 sn 


Ln 
Ca,b IU (an,b nn), 
a 


“因而 更 有 
68 


cad ) YY Cat t,hen), 
i 
“这 梓 便 定员 了 ws 在 Pp 上 满足 定理 2 7 前 多 部 条 和信 ， 内 
而 心 是 Po 上 的 测度 。 
现 讨论 她 中 的 工 .3。 浏 度 。 访 站 是 Ra 上 上 的 实 函 数 ， 对 每 
一 半 开 沼 诡 个 T= [alspP ysis bnyeP” 3 令 
urd) = FP(b ,d,s bn) 
一 {Flarstbos bn) t+ Feb, bn: >Gn 
十 二 下 十 - "+t {hee Mn tn) } 


tO f(t sa in), i2.37) 


浒 五 对 每 一 . 变 虹 vi = 1 2 在 演 强 ， 日 对 得 一 - 工 已 和 。 
(2.37) 确定 的 atT)220， 去 们 将 验证 必 满 足 定 理 2。 7 的 条 件 ， 
从 而 tr 是 半 环 PY 上 的 有 限 测度 ， 由 定理 2.2# 可 唯一 二 扩 张 为 
B? 上 的 cz 在 限 洞 兰 ， 再 应 用 定理 2 .5 所 提供 的 完备 化 方法 将 


B* 上 上 的 测度 几 完 备 化 得到 Ba 上 的 完备 测 麻 kr， 鼎 称 Rh 的 
由 FF 所 引出 的 二 。S, 测 典 或 x 维 L, 3。 测度。 
下 语 验 明 jr 满 中 定理 2 .7 的 条 件 。 ，， 
1 显然 司 (二 0 所 由 假 估 Ew (1)>0.. 
下 区 的 Pp 上 其 闻 调 限 可 加 牢 ， 基 着 让 ts 8); -li 7 


Ca ,bm Di 站 ri 


二 ， ; . . LL i. 一 


Di Oe 本 


rE 
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用 归纳 法 来 证 明 。 当 闫 =2 时 ， 我 们 有 
I=I,U1, : 


为 书写 方便 ， 我 们 对 并 ， 五 为 二 维 半 开 亲 区 间 的 情形 来 证 
明 。 和 勒 由 格 测度 的 证 明 相 似 ， 我 们 不 妨 设 


Cas b= Catd sb } U Catt. ,bs? ) » 


Las, b,) = [Ce 3 = Las :bi ), , 


其 中 
G1 =a b=b ,be =a0. 
因 . 
| Kr(l) =F{B,,b,) 一 (F (OP, ss) trFla,b,)) 
tlasas) 
A =P (bi sb }- (Ft 主旨 22 ) 
+ F(a DD hI)) FEE a ,oi ) ,i=1,2. 
从 而 


NetT) = #5(1,) Fhr(1,). : 


关 似 于 鄞 员 将 测 度 的 情形 。 请 读者 自行 完成 。 


3) 设 F= Ca) 有 ,下 =Ce bm),isl,2, BICUL:, 


又 s 是 给 定 的 正 数 ， 由 于 对 每 一 变 电 xj 右 连续 ， 用 数学 分 析 
?7 自 


中 热 和 的 方法 不 礁 证 明 存 在 67 eR"， a 信人 eK, 慎之 ba 信人 
<a‘, 且 . i 


us{Casb’ )) Ppar( tasb)) 一 


, ， | 
kr (Ka bP) Suen ,6 HD)) + 
t=132,*» 


而 从 Tc J 得 


ec 
应 用 有 限 轿 盖 定理 知 ， 存 在 自然 数 w 使 

Cosb SY tad bm), 
因而 更 有 

Lasb! ) Yc BD ), 


这 样 便 证 明了 gs 在 P "上 满足 定理 2.7 的 笨 件 , 固 痢 ps 是 P '" 
上 前 测度 。 
习 题 


加 设 X 为 全 体 芷 整数 组 成 的 集 ，A 为 X 中 全 体 有 限 子 集 
及 其 余 集 组 成 的 代数 。 定 义 A 上 的 信函 数 4 如 下 。 


0 EB 是 有 限 集 
HE) 《ee EE 是 无 帘 集 - 
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证 明 & 为 A 的 有 限 下 辑 测度 具 点 连 筱 ， 介 w 丰 吉庆 个 Ts 

度 ， 亦 不 下 连续 。 有 a "~ 
名 定理 2. 9 的 条 件 并 非 测 稀 的 必要 条 人 考察 个 5 

A 为 勤 贝 特 测度 ， 人 SE Te 0) sl 2 :下 未 Ps 但 


Jim hn 于 好 袜 Ei 


国 在 引 理 2.21h!， 上 有 了 外 测度 je 
是 否 有 限 ? 考察 例子 。X 是 任 已 可 数 华 ，P 为 中 守 女 帮 眼 
子 集 组 或 的 集 族 ， 定 义 P 上 上 的 保函 数 w 训 下 ， 设 FEeP， 令 

A(B) = 瑟 中 点 的 个 数 ， 

出 & 为 P 上 的 有 限 测 度 。 

是 定 证 2.2 中 ， 半 环 P 改 为 任意 集 族 C， 定理 的 唯一 
作成 立 。 考 蹇 例子 及 = {ob,c} ,C= 1 (a ee), te 人 
那么 5S(C) 为 X!h 所 有 子 集 组 成 的 集 族 ， 完 义 S(C) 土 两 个 个 有 
跟 测 度 4 和 As 如 下 : 


2) 
Hel {a} ) =u( {6 }) = 2sHat {c})=1, 
刘 吉 和 和 js 在 C 上 相等 ， 但 它们 在 $(C) 上 不 相等 。 

全 定 理 2,8 和 2,.9 出 的 环 尿 为 闪 环 ， 定 理 未 必 成 立 。 考 察 
例子 ， 世 是 区 间 0 志 x 气 1 一 切 有 理 数 所 组 成 的 集 ， 并 说 P 是 
出 形 各 | 

{Xs XEKAAXELD} 
的 一 切 ,* 半 开 半 区 奖 ” 纺 成 铭 半 ; 让 0Ss 4 全 
有 还 数 ， 在 P 上 冠 义 集 亏 磊 p 吉 下 | 
下 (了 区 RA )=5— 一 
则 /是 P 上 的 有 限 的 坦 己 奸 吉 员 度 ， 县 二; 下 连续 , 但 kw 在 P 上 
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i . i 后 


汉 趟 由 冠 尝 本 用 的 -一 人 1 (2 
感 设 关 是 可 列 集 ， 为 X. 证 非 负 家 下 全 体 子 
集 组 泌 的 集 族 ， 对 每 - ‘CC, 你 


| 
ctCJ) = px) 
A XEC 
i ' 
1 3 
六) 二 性 


证 js 足 C 上 的 o 有 限 测 庭 。 当 满足 什么 条 件 时 ，# 为 有 限 测 
度 ? | « i . . i 机 四 
回 设 # 为 环 R 上 的 测度 ,Es Boe 民 则 
af Br) ta(E2) =p(E1l) Es) tutE, TE:), 
Hu(B) tA(Ba) + uCES) +u(E NE, NE,) = 
ACELU Es UU Es) + p(B NE,) tu(E NE,) 
十 KCE, 三 E,) 时 
上 汶 等 式 可 推广 到 4 个 集 的 情形 . 
加 设 & 为 0 代数 $ 上 的 测度 ， EnES ,n=12,., 证 明 
1) lim En) lim 4(Es), 


2) 站 他 在 ms 便 Ht Em) < + eco， 那么 


in (< + lim 五 ns 


Hr 
人 Ep Em < 2 ， 江 ol £ 中 = - 


加 设 PB 为 举 环 尼 X 可 表 OE 后 和 & 洲 
7$ 


S(P) 上 的 测度 且 在 P 上 co 有 限 ， 潜 对 每 一 Zep， 有 
mB) falB), 
则 对 每 一 Fe$(P)， 上 述 不 等 式 仍 成 立 ， 
人 @ 设 /nn 一 1,2，… 为 0 代数 S 上 的 测 麻 摩 列 ,证 明 臣 tin 也 
是 $ 上 的 测度 ， 
加 设 (为 c 代 数 S 上 的 测度 ,N 为 /可 略 集 谈 ,时 - { UN; 


FeS ,NeN } .证 明 忆 ec$ 的 完 要 条 件 为 。 兹 在 4,Bes, 使 A 二 EE 
SB, Bu(B\A) =0。 ， 
四 设 % 为 "代数 $ 上 的 宙 度 ， 人 为 & 可 略 集 族 ， 仿 


= {EUN,Re$,NeN}, 
§ {EAN Ees,NeN}, 
证 明 -人 | 
俐 设 F 是 R 上 的 不 降 实 商 数 , 问 是 B 所 引出 前 工 .S. 测度 ， 
求证 
D(a})=F(at) -F(a-), 
ii) ea) =F(+)- F(a-), 
ii (a,b)) = Fo—) -F(at), 
iy) pr((asb) =F(b+) -F(a+), 
v) pr(las +o0)) =F(+00) -F(a-), 
Wi) prl{— sos +00)) = B+ 00)—F(~ 0), 
7 


vi a -co = Pa- )-F(-00), 


其 中 F(+ce) = lim F(x),F(-e0)= im F(x#). 


丈 分 别 讨 论 下 列 函 数 所 引出 的 工 .3. 测 度 


0 当 xs0 
E(x) = 1 1 
‘1 尖 x 守 0 
0 当 半 之 1 
F(x)= 4 -二 Yl 
1 当 3<x 


已 
Ftx)= | ti)dt , — oo<Xx+oo, 


其 中 FE 已 黎 并 可 积 ， 
移 设 民利 有 是 凡 上 两 个 不 降 实 函 数 ， 若 名和 末 罕 及 中 的 
- 狂 密 集 上 相等 或 局 和 P: 招 差 一 个 常数 ， 证 明 忆 和 PR 所 引 册 的 
工 .S. 测 度 相 等。 
个 设 4 为 R 中 波 需 耳 集 谍 B 上 的 测度 ， 涛 A 在 任意 有 限 区 
闻 卫 的 值 存 限 ， 则 交 存 在 R 上 的 不 降 实 函数 FE， 使 它 许 引出 
的 上 .3. 测 庶 &:， 在 B 上 和 #4 相等 ， 


第 三 章 可 测 空 间 与 可 测 函 数 


§1 广义 实 琐 数 


设 甩 为 一 不 空 集 ， 若 对 中 每 一 元 率 *， 有 一 个 广义 实数 
.与 之 对 应 ， 那 么 我 们 称 这 个 对 应 关系 为 上 的 一 个 广义 实 
冰 数 。 不 取 无 穷 值 的 广义 实 谓 数 称 为 实 函 数 。 通常 我 们 用 一 
个 字母 ， 例 如 f ;来 代表 广 忌 实 函 数 ， 此 时 记号 (x) 就 表示 与 
x 对 应 的 广义 实数 ， 并 称 为 函数 /在 x 点 之 画 数值 。 但 有 时 我 
们 也 像 递 常 数学 分 析 书 中 那样 ， 用 f(x) 代 表 卫 数 本 款 。 

当 六 为 实 炊 空 间 R 时 ,XX 上 级 广义 实 函 数 便 是 普通 突变 淫 
数论 书 中 的 广义 实 函 数 。 对 于 任意 不 空 集 卫 上 的 广义 实 通 次 
的 各 种 运算 可 以 和 普通 实 变 通 数 论 书 中 完全 一 样 地 来 定义 。 
设 f 9 均 为 和 上 的 广义 实 函 数 ，24 为 一 广义 实数 ， 我 们 规定 


1) f+g0 (f+o) (x) 
_ (x*) + g(x) xeX 目 右 端 有 党 义 


xeX 有 fx) 让 二 区 元春 文 时 ， 
2) 六 9 (frg)(x) =f(x) g(x) xeX， 
3) ef (of) (x) =af (x) XE 其 ， 
4) fg: FEPg(z) XEX, 
5) ff, Cx) = If (x) xéeX， 


se 》 当 f(x)+8( 工 ) 无 内 义 有 时， 我 们 规定 (f+ g) (xz) = 0 是 了 为 使 
f+ g 在 整个 X 上 都 有 意义 而 已， 
?6 


更 普遍 地 ， 
6) 对 于 0 之 g 之 十 oc， 定 儿 有 逢 “为 
We) = Te 区 人 
证 让 还 规定 
-8=(-1)9g， 1-g=1+(~1)g 
不 面 我 们 介绍 一 些 今后 溃 用 拘 符 号 。 
设 fw) 是 定义 在 集 X 的 荣 个 地 集 E 上 的 广义 实 汕 数 应 
列 ， 又 f 是 E 上 的 广义 家 阔 数 ， 莉 对 每 一 xeB, 证 有 fn(x)->f 
(xz 出 称 函 数列 【7 上 在 BE 上 妆 钱 于 户 数 入 有 时 ， 为 明确 恕 
贤 。 我 订 称 了 有 上 在 三 上 上 处 处 收获 于 月 ， 并 记 作 太 ->f 在 五 
上 上 , 特典 当 五 是 豆 本 身 时 ， 虽 简称 男 数列 思 了 驳 侣 于 请 着 记 为 记 
外 处 


> 


如 果 误 上 的 广义 实 逆 数 序列 { 太 于 满 韦 
fi (2) Ef (XR) NxeE, 
则 和 苯 : 1 向 》 在 上 为 违 增 的 。 当 二 为 羡 时 ， 则 记 为 和 4。 如 时 
满足 
f(x#) fx) xeE, 


则 称 { jn} 六 8. 上 为 递 钱 的。 当 吾 为 时 ， 则 记 为 入 ,记号 


| 
*fn 17 表示 {fn} 是 六 详 的 且 fr <f 记 号 jnyyf” 可 类 
似 理解 。 

为 了 以 后 讨论 的 需要 ， 我 们 引进 下 面 丽 种 函数 。 设 王 为 
基 的 任意 子 集 ， 我 们 定义 Xz 如下， 


] 当 xéE 
Xr(X)= | 站 尖 xeX\E 


称 之 为 集 互 的 畦 征 亢 数 ， 集 与 它 的 特征 菌 数 存 在 一 一 对 应 基 
系 ， 固 此 集 的 所 有 性 质 及 运算 均 可 用 特征 函数 表达 。 容 娩 
验证 集 的 特征 函数 具有 下 列 性 质 : 
1) xx=1s A 0. 
设 E， 为 的 任意 子 集 ， 屠 来 
2) ECF 的 充 要 条 信 为 X: 三 
3) YE 上 一 YE MXEF。 
4} XEUr = YET Ye NN Ps 
特别 地 当 EBNF=@ 时 ， 
YEUp™= HEtY: s 
如 
Xe 十 Y =1, 


5) evrp= Ke* (1— Xr ， 
笠 别 地 当 巨 -> 下 时 ， 


XE‘ Hi He, 


6) (Ki XE) = eg a 


7) 1 时 Es sn = 1;2; 一 起 任 一 集 序 列 ， 出 .i 
党 。 一 SU 人 ~ 
| Es, | Ensy 
tl1 


i En 了 Ly 
下 2 加 


了 8 


4 im ETm NX, 
机 中。 -cx De 
的 本 一 广 半 之 辆 数 放 EE 区 站 有 [三 如 下 ， 


i i i (Cx) 机 
四 {! 0 x) 0 


-f(x) /A(x)<0 
fF 0 = 0 2 


a 部分 和 负 部 分 。 容 蕊 在 出 产 和 广 者 是非 
六 函数 ， 且 满 呈 下 浏 等 式 ; 
1*=sup {fi0} ={7x 1 f(x) > 0} 3 
1 =sup{ -10} = ~inf{f,07 = -fy { f(x) <04 y 
= 
1 =(C + 2 f= 2, 
设 a 为 非 负 广 兴 实 数 ， 则 
有 ae 
” 设 g 为 非 正 广义 实数 ， 拓 
(of)* = -eof (af) = — of, 


§2 ”可 测 空 间 与 可 测 耳 数 
。 设 X 为 任意 集 ， 车 在 X 上 指 定 了 一 个 o 代 数 $， 那儿 我 们 


昌 》5sup{Tfyg 和 定义 汶 : sap {Dg} Ce) sup { fw), 8()}, 
xtX，。 同样 定义 inf { f,g}， 


了 9 


称 五 和 $ 合 起 来 构成 一 个 可 测 空 间 ， 并 记 为 (X,$).$ 下 的 集 
称 为 (了 ,$) 中 的 可 测 华 或 5 可 测 集 ， 入 称 可 测 集 ， 
例 ] 设 因 = 并 ,那么 (R”,B”) 是 一 个 可 测 空 间 。 
例 2 ”设立 汉人 尾 一 柴 ， 今 
S, = {XP}, 
$,.= { 王 :五 一 总 ， 


涛 乏 当世 不 是 单元 素 集 了 时, ($4) 和 (六 ,$;) 为 两 个 不 同 的 可 
测 空 间 。 本 

设 (SS) 为 一 可 测 空间 ，} 汶 和 上 的 广义 实 函 数 ， 若 对 任 
意 实 数 c, 恒 有 

{xef(x)<ce es, 

那么 我 们 称 { 为 (了 ,SS) 上 的 可 测 函 数 或 $S 可 测 画 数 ， 有 时 简称 
为 可 测 函 数 。 著 可 调 函 数 f 下 取 无 穿 值 ( 即 古 实 函 数 )， 则 称 
1 为 可 测 实 汗 数 。 

设 (XX,3) 光 可 测 空 间 ， 上 eS ,显然 上 的 特征 次数 Xz 是 一 可 
测 函 数 .， 

Re 上 的 连续 函数 f 是 可 测 空间 (Rs*,B 败 土 的 可 测 实 函 数 。 
事实 上 , 由 连续 函数 的 性 质 知 ， 对 任意 实数 c, 集 Ts f(x) 二 
站 是 中 的 开 集 ， 因 而 {xX:f(X) 之 cy eB"。 

定理 8.1 给 定 可 测 空间 (也 ,3),f 为 了 X 上 之 广义 实 国 数 ， 
则 下 列 命题 等 价 ， 

1) 是 一 个 可 测 函 数 ， 

1a) ec} es, 

3) {xsf(*)>c} es, 
i 4) 大 YE T ES， 
其 中 < 为 任意 实数 。 

BO 


证 明 我们 只 要 证 明 关 系 式 1] 地 2 六 3) 坊 拉 祝 1 就 够 
了 ， 而 它 的 真确 性 可 由 下 面 等 式 给 出 ， 


{xsflx)ecy = {x HA) < etl}, 
{xsf(x)>e} =X\ {xsf(r)se}, 
{ xfx)>e} = {x f(x)> 十) ， 
ie = X\ {xf(x)>0}, 
定理 证 完 。 
推论 若 / 为 (X,S) 上 之 可 测 函 数 ， 则 和 x:j(x)=c} 对 
” 任 党 广义 实数 c 均 为 可 测 集 。 
证 明 洗 c 关 士 co, 则 和 由 
{xHx)=e} 一 {rt (x } \ {rx)>e} 
知道 {x;f(x) =c) 是 可 测 集 . 
送 z = + 0, 由 
(xf(x) = to = {uf(x)>n) 


知 {x:1(x)= +o0} 是 可 测 集 。 
落 上 = -ce 由 


{x: f(x) = -co = 站 (xsf(z)<< 一 an 


知 {XX)= -co0} 是 可 测 集 。 推论 证 完 。 
下 面 讨论 可 测 函 数 的 运算 ， 定 理 中 所 考虑 的 可 测 测 数 声 
斌 为 是 定义 在 同一 可 测 空 间 ( 了 ,S$) 上 的 。 
8l 


中 [多 8.1 设 f 和 9 为 可 出 画 数 ， 划 
{ xlx) tt aCo(xr) + 
可 测 集 ， 其 中 4 和 5 为 尾音 实 北 ， 
证 明 记 全 体 有 理 数 为 Yly Tas’'*s 贱 等 式 


{xf(x) tacgtx) th} = UE {x {T(x) ta<rnt 


NM {rg tb>re} Y= UC x(x) rm a} 


DN {x g(r) > rs }y 


可 知 引 理 之 结论 是 成 立 的 。 证 完 。 
定理 3.2 设 1 是 可 测 函 数 ，w 为 任意 广义 实数 ， 6 是 任意 


正 实 粕 ， 克 9 呈 ,1f18 均 为 可 测 函 数 ， 若 更 设 f(x) 关 0, 凡 xeX， 
那么 于 也 是 可 测 丽 数 ， 
证 上 明 1) 往 证 wf 可 测 ， 当 a = 0 时， 有 


{xsafltx)<e} = 了 大 < 一 0 


- ts 者 c<0 
当 g = +oe 时 ， 月 
-=| {xsf(x)<0} 车 cn 
{xsaftx)<c} | ox, :f(x)<0} 着 c<0 。 
当 a= -cc 时 ， 有 


| {xsf(x)>0} 着 c>0 
{x: af(x) et = { {xs f(x)>0} 车 c 志 0,。 
当 zs0 ,二 co 时 ， 有 
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1 ta 
2 到 arlr) ee | 一 [2 
1 “ 1 4, Co 
- < f(xX) > } eo, 
人 
因 务 等 式 之 右 映 皆 为 可 加 集 ， 故 ef 是 可 测 国 数 ， 
2 入 证 和 1 可 测 ， 易 知 下 面 讨论 中 不 妨 设 c>0， 记 


C= {x rr = +ceo 


注 兴 
1 
Ef ig lf x) ey =EN {x (x)| <e 6} 
] 1 
=ET {x fx) eB Fn {x fl2)> -eb }, 
便 可 知 Ef {x: 中 B(x) ce } 是 可 测 的 。 再 注 这 
EN {x P(x) Le =8 


使 出 
{xs fi Prey =CEN {rs Pr<ce 9 ULE'AN 
x f(x) <e}y, 

< 记 可 测 集 ， 栈 [上 并 8 为 可 训 函 数 ， 
3) 往 证 -可 测 。 因 fr) 关 0, 凡 xc , 改 对 任意 实数 c 有 


{x f(x)<0} 当 c=n 
|  ， ! {Xs f(x)}<0} DN {xsftx)>i 
efx) 当 c<0 
{x XLO U {x fx)> 二} 

当 e 守 0 
因 上 式 右 端 的 集 均 为 可 浏 集 ， 故 子 是 可 测 函 数 。 定 理 证 完 。 
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定理 3,3 设 /,g 为 可 测 画 数 , 则 f+g 和 f*g 都 是 可 测 
证 有 明 ”1) 往 证 +g 可 测 。 记 
E=Clxf(x)= +oo} NN {rtg(tx}= -00}) 
Uc{xfr)=s -oo} {xg9(x)= +oo}) 
扯 Ff 9 之 定义 可 知 
(f+ g)(x)= {1 9(*) eR 


wwe, 
注意 等 式 
E’'N {x +o)(x)>e} = EN {x:Hx)>e- g(x)}, 
由 定理 3,1 及 引 理 3,1 可 知人 们 {x:(f+ 9)(x)>c} 是 可 测 
的 ,对 任意 实数 c。 又 注意 等 式 


EN {x:(ftox) ey ={ 0 


便 知 EE 站 {wx:(f+g}(x)>c} 对 所 有 实数 c 均 可 济 ， 
也 
{x:tf+ g(x)>e} =CEN {x, (Ur ox)> 3 
. CEN {x (f+o(r} ec}) 
便 知 {x:(f+9(X)>c} 可 测 ，! 妇 f+ g 可 测 . 
2) 往 证 jg 可 油 。 令 
Ei= {x:f(x)gt%)= +o0}; 
= YX 一 ce 
Es= {xif(tx)o(x)=0}; 


五， =XNU Ei, 


则 百 , 殖 ,,。,B, 都 是 可 测 集 。 对 于 xc 吾 ,， 我 们 有 
器 4 


fxg(x)= 千 {Cf(x) Tx) -f(x or) }, 
由 定理 3.2 及 马 证 的 1) 希 ， 上 上 式 右边 为 可 测 函 数 ， 从 而 对 任 
意 实数 c 
Ef {rf(tx)g(x) ee} 
为 可 测 集 。 此 外 易 知 
EN {xf(x)or)<e} 二 区 
E:N\ {xsf(x) g(x) <e} = EE,, 


EN {rf(x)g(n) <e} = 人 安 9 


把 这 四 部 份 并 起 来 便 得 知 {x: (x)g(x)<c} 为 可 测 集 ， 印 
fg 为 可 测 浮 黎 。 定 再 证 完 。 

推论 。 设 f 是 可 测 函 数 ， 则 所 亦 是 可 测 函 数 ， 其 中 "是 下 
北 数 ， 

证 明 显然 

定理 3.4 没 【加 } 为 可 测 函 数 序列 ， 则 下 列表 部 

Hz) =sup {fxs 9(x)= inf {fn(x))s 


F(x}= lim fast lim f(x) 
| Ne 有 


1 lim f(x) 当 极 限 存 在 时 


/x) = 4 | 
to 当 极 限 不 存在 时 
都 是 可 测 函 数 。 


证 明 ”9 的 可 调 性 由 等 式 


{rg ey = Vt{xsfo() <e} 


1 


5 


得 出 .又 内 等 式 
= inf { -fax)} 


知 & 是 可 测 的 。 其次， 由 


Fx)= inf sup fa(x) 
用 之]1 m1 


fa(tx)= sup inf fm(x) 
用 袜 1] mn 
分 别 得 出 并 及 闫 之 可 调 人 性 。 
最 后 ， 记 

B= [xf*(x) Tia(x)}, 
荔 知 这 时 | 

B*= { xf*(x) = faCX) 上 
由 引 理 3.1 知 了 可 测 ， 从 而 好 也 可 测 ， 再 注意 

BIN {xif(x)}<e} = BN {xf Mx) <e}, 


一 3 7 
BN {xsftx) et 1 之 


便 得 出 了 人 之 可 测 性 。 证 完 。 

从 定理 3,.4 的 证 胡 中 容易 看 出 如 下 事 实 ， 若 ff 后 是 
可 测 函 数 ， 则 下 式 

R(x)= max {fatz)}s gx)= min fax) 了 ， 

1Ek=n 1 所 kKk 志 

确定 的 函数 都 是 可 测 函 数 。 特 别 当 f 是 可 测 函 数 时 , f* = max 
{f,0} ,1" =max{ 一 f,0} 都 是 可 测 滔 数 . 

下 面 我 们 讨论 可 测 空间 的 邓 空 间 前 报 念 。 设 5 瑟 ,3) 为 可 
调 空 间 ， 刀 一 三 , 作 和 上 的 集 族 抽 下， 
86 


XS= {XNE,EeS} 


荔 证 X, 介 5 为 Xo。 上 的 o 人 代数， 焉 (Xos Ko 全 外 亦 是 一 个 可 测 空 
闻 . 特别 地 当 外 ,eS 时 ， 我 们 有 
X, TScS 


此 时 ， 可 测 宕 间 ( 玉 ,Xo 由 $) 穆 为 (X,$) 的 子 空间 ， 

设 f 大 可 测 室 间 (XX,$) 上 的 可 测 函 数 ，X, 二 X, 如 果 我们 
将 f 看 作 集 ,上 的 函数 。 那 么 不 难看 出 f 是 (XX 从 $) 上 的 
可 测 函 歼 。 反 之 车 f 是 了 上 的 广义 这 函 数 ， 洛 1 置 作 YX。 上 的 函 
数 是 Zu [i $ 可 测 的 ， 紫 时 /让 (了 ,5) 上 未 必 可 测 ， 使 加 设 
XoeS, 但 f 在 (XX,$) 上 仍 未 必 可 测 ， 


33 简单 洱 数 


设 ( 汪 ,3) 是 一 个 可 测 空间 ， 忆 1; 攻 0… 忆 4 为 下 两 两 不 
相交 的 可 测 集 ， Gis Gn 是 一 组 实数 此 可 写成 形 如 


f(x) -三 ci Ke, (x) 


的 函数 f 称 为 简单 函数 。 以 后 我 们 恒 访 定 简 单 竺 数 定 义 让 的 
Es Es, 局, 江 是 条 件 


= UE 


这 并 不 失去 普遍 性 ， 事 实 上 令 Be = 天 \ 眉 E; 肌 4,= 90, 那么 便 
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fx) = ro (x) 而 员 Bi=X。 


我 们 着 重 指 出 简单 函数 是 实 函 数 ， 它 仅 职 有 限 个 实数 信 瑟 冬 
一 个 信 是 在 一 个 可 测 集 上 取 的 。 不 难看 出 简单 巩 数 是 下 测 实 
六 数 。 

.定理 3,5 设 f, g 均 是 可 测 空 间 (X,$)} 上 的 简单 函 数 ， 
45 是 任意 两 实数 ， 风 | 入 ,of + 5gsf*g 都 是 简单 遂 数 。 

证 明 者 人为 简单 函数 ，1 几 亦 是 简单 函数 的 证 明 是 显然 
的 。 往 证 若 疡 9 为 简单 着 数 ， 则 of + 88 亦 是 简单 阔 数 。 设 


四 1 列 
f= Ta ks, 科 ] I= Pix : 


其 中 i = 132,-…sn 是 两 栈 不 相交 可 测 保 ,Fj j= 1 3 mm 
亦 是 两 两 不 相交 可 测 集 ， 且 


人 mt 
X=UE:=HUFi. 
1 21 


我 们 有 
bs bi 上 mm 
f= hp Bi Ej 本 总 Eitrin Fiy 
se 人 [| 
9 Ye 三 于 -名 生 ， 人 Xi NTis 
故 


人 n EL 
af + bg=E (amit 8 入 
[i 


TiN ?i 
现 吾 ; 门 Fjoz= 1 2 38 了 =1 2 用 是 两 两 不 相交 的 S 可 测 
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集 ， 这 便 证 明了 af+ 19 是 简单 函数 。 类 似 地 我 全 可 以 证 时 
户 g9 亦 是 简单 函数 。 定 理 诈 完 。 

定理 3.6 设 j 交 可 测 空间 (XX,S$) 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 则 
基 在 递增 的 非 负 的 简单 汉 数 序列 1 #5 } 收 敏 于 f。 

证 明 对 于 每 一 个 自然 数 x， 板 造 芒 上 的 浮 数 I 下 ; 


?一 1 、 本 
fnt*) = 1 当 马 i f(x) Cai 2s ,2 
n 当 2 ， 


显然 每 一 个 六 是 非 负 的 简单 函数 ， 并 且 函 产 序 列 { 各 上 是 遵 
增 疝 ， 如 果 帮 < 二 o 则 当时 ， 有 


0< 反 大 %) 一 fn( x) 所 二 。 


若 f(x) = + ee， 则 对 每 一 ?者 有 如 (xz) = ,因而 对 任 一 xeX 者 
有 
lim fa(x) =f(4) . 


推论 设 1 汶 可 测 空间 ( 革 ,$)} 上 的 可 测 炒 数 ， 则 奏 在 简单 
函数 序列 { fs 上 下 全 于 f 且 {fn| 委 | 朋 ,rz=1 2 

证 明 因 / 为 可 测 函 数 , 故 站 和 为 非 负 可 测 谎 数 ， 由 定理 
3.6 存 在 非 负 简单 函数 序列 {和} 和 { gn} 镇 各 人 三 ,ga 大 


令 


有 = 名 一 Gu =1 2 my 
那么 {4 记 上 为 简单 网 数 序列 且 {jia 了 处 处 收 钱 于 ff， 又 
| 用 生息 ton<f + = 
推论 证 完 ， 
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习 是 


了 可 测 空 间 蛙 男 ， 有 没有 不 澡 测 陪 集 存在 ? 
倒是 否 存 在 这 样 的 一 个 可 测定 间 (XX,S$}， 使 得 苞 上 ,的 一 
切 广 义 实 函数 均 为 可 淹 阴 数 ? 
轩 设 ( 交 ,S) 是 可 渊 空间 ，1 为 世上 的 广义 亦 函 效 ，4 为 实 
数 窗 间 刀 于 的 秋 客 子 滞 ( 例如 4 是 爹 体 有理数 所 组 成 的 
集 )， 试 证 f 可 测 的 充 要 条 件 ， 对 每 一 ae4, 有 
{xf(x) La} a3, 
轩 举 例 说 明 ， 在 (X,S) 上 ，|f| 可 测 但 却 不 一 定 可 测 ， 
辐 设 (对 ,$5) 为 可 测 空 间 ， 证 朋 xs 可 浏 的 充 要 条 你 为 世 呈 
可 测 集 ， 
加 设 ( 氏 ,S$) 为 可 河 空 间 ,f 在 X 上 恒 等 于 常数 ,证 明 f 可 测 。 
全 设 1 是 实数 空间 RE 上 的 增 阔 数 ，、 证 明 【是 波 尘 耳 可 测 函 
数 ( 即 1 为 (RB) 上 的 可 测 哺 数 ) ， 
回 设 了 为 任意 集 ， 半 o 忆 了 ,$o 为 Xo 上 的 0 代数 ， 
$= {EFCX,AX NEBeS,},; 


$=$oU[ XUSo] 
其 中 XX 人 US。- 】 XB Besol. 证明, 和 $, 均 是 X 上 的 c 


代数 且 S$: 一 S),. 
国 设 (站 ,S) 为 可 测 签 闽 。f 为 工 上 的 广义 实 另 数 。 袜 4 一时。 


Xx = 遇 Xn 且 f 在 (XmXa 从 $S) 上 可 测 ， =1,2，…, 试 问 f 是 否 
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{了 ,$Y) 上 的 可 测 夯 数 ? 在 什么 条 件 下 结论 是 真确 的 ? 
各 设 / 为 (XX,S) 上 的 有 异 可 测 函 数 ， 证 明 存 在 入 单 函数 
列 二 二 一致 收 人 敏 于 f 且 |fsl 才 [f=128， 
师 设 万， 户 … 了 是 (站 S) 二 的 可 测 实 函数 ， 9 是 n 维 实数 空 
词 上 的 连续 函数 ,证 明 g(fufi… fn) 为 (了 ,S$S) 上 的 可 测 实 函 
数 。( 提示 ， 用 定理 3.6 推 论 ..) 
加 设 X 吓 任意 集 ， 6 为 的 子 集 组 成 的 z 族 且 XeC， H 是 了 
上 的 广义 实 郑 数 族 ， 具 有 下 述 人 性质 。 1 
二》 H 包 含 C 中 所 有 集 的 特征 函 煞 ， 
_ 王 》 8 任意 两 个 衣 数 的 线性 组 合 仍 属于 H， 
i) 若 fsH 且 0 志 友 7, 则 fee. 
证 明 H 包 仿 所 有 5S(C) 可 测 通 数 ， 
加 设 人 J,… Jy 总 (了 X， $) 上 的 可 测 实 函数 ， 是 (Rn B") 
上 的 可 测 荔 数 ， 证 明 gtfyfoy…fr) 是 (XX,$) 上 的 可 测 一 数 。 
《 提示， 用 第 留 题 ，》  ， 


第 四 章 “测度 空间 与 积分 


_S1 测度 空间 上 广义 实 函数 的 积分 


设 ( 世 ,$) 为 可 测 空间 ，k 为 S$ 上 的 测度 ， 我 们 称 一 个 可 测 
空间 (X,$) 和 它 上 面 的 测度 ， 合 赵 米 构成 一 个 测度 空间 ， 并 
用 (XX,$,#) 表 之 。 特别 地 当 4 为 有 限 测 度 时 ， 则 称 (X,$,g》 
为 有 限 测 度 空间 ; 当 z(X) =1 时 ， 则 称 (X, $s4) 为 概率 空 
河 当 p 为 有限 测度 时 ， 则 称 ( 久 ,$,#) 为 r 有 限 测度 空 亲 ， 
当 p 为 完备 测度 时 ， 则 称 (ZX,$,#) 为 完备 鸿 度 室 间 ， 

便 ” 设 有 为 实数 空间 ,S$ 为 R 中 全 体 勒 风格 可 测 集 组 成 的 
co 代数,z 为 勒 贝 猪 测度 , 那 未 (X,S,z) 为 一 0 有 限 测度 空间 , ; 

设 (了 ,5,4) 为 测度 空间 ，Xo 二 苹 且 XoeS$， 易 见 当下 看 作 
Xo 几 S 上 的 集 浮 数 时 ， 它 是 Xo 1S 上 的 测度 ， 因 而 (Xo,XXo 介 
$,4) 也 是 测度 守 闻 ， 它 称 为 测度 空间 (了 ,5$,1) 的 子 空间 。 

本 节目 的 是 在 测度 空间 (XX,$,n) 上 定义 广义 实 陆 数 的 积 
分 ， 分 三 个 步骤 素 进 行 。 


I ) 非 负 简 单 范 数 之 积分 


设 太 = 总 cr xx 为 定义 在 (X, Sr) 上 之 非 负 简单 函数 ， 


那么 广义 实数 袜 op( Bi) 称 为 /在 (X。$,4) 上 的 积分， 简称 f 
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的 积分 。 并 记 作 Jfax， 即 
Na Ean( Ei). 
上 + 述 定义 是 不 含混 的 ， 事 实 上 着 /的 另 一 表达 式 为 


re 
f= 于 Bjx: 
jl 


则 当 Bi 人 Fi 时 ， 有 a;= Bj。 注 意 到 X= Es 和 X= 中 Fj， 
并 7= 
并 利用 测度 的 有 限 可 加 性 我 们 有 


性 委 Lo 站 ， i 1 
Dam(E) ob DE oip( BNFi) = TE EpPiaFiNE:) 
和 党 人 六 


= Biu( PFI), 
了 = 


由 此 可 见 非 负 篇 单 函 数 的 积分 与 函数 的 表达 式 无 关 ， 

由 非 负 简 单 函 数 f 的 积分 定义 不 难看 出 0sJap< + oo， 
应 该 强调 指出 ， 由 于 测度 4 到 广义 实 值 ， 故 非 负 简 单 函 数 的 
积分 值 可 能 取 +ce。 “ 

引 理 4.1 设 1 和 g 是 非 病 简单 函数 ， 则 


1) 车 产 的 时 ,那么 ie> (ear， 


2) ar gdn = |fanr oan， 


* ) 符号 “fg” 涛 示 对 -一 切 xtX， 均 有 f(x)PPg(x)， 


特别 当 | gdp< + oo 时 有 
Nr ean foan -few 
证 明 ”不妨 设 ( 参 看 定理 3.5 的 证 明 】 


LL 路 
1 = Bix,， 《4,11) 
了 一 i 下 


其 由己; Es，…, En 为 商 两 不 相交 的 非 空 可 测 集 目 X= 日 5， 
af 和 人 i 二 1,2,… ,1 为 实数 。 若 f 生 g, 则 gj; 宇 Bis i 二 1,2, +， 
ay 有 从 而 


和 lw 三 cin( Fi) Bin(Ei) = Ngdn, 
这 便 证 明了 1)。 往 证 2) 由 (4.1) 式 得 
f+g= Bast Je， 


和 Pe oar air peE) = ontBn) 


+ ppl Fr) =i odie, 
这 便 证 明了 2). 引 再 证 完 。 
计 非 负 可 测 画 数 的 积分 ” 
设 f 是 调 疤 密 间 (8,S: 四 上 的 韭 英 梧 油 凋 数 ， 那 么 条 定 f 
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orago 
其 中 {和} 是 (人 XyS, 凡 上 的 非 负 简 单 函数 序列 。 且 f 和 f。 由 
定理 3.6 知 ， 这 样 的 函数 序列 是 存在 的 。 易 知 lim | rdg 恒 


寿 在 (等 于 一 个 实数 或 + 05)。 从 - 下 面 鬼 引 现 可 知 上 示 定 义 
是 不 含混 的 。 

引 理 4.2 二 设 fs} 和 {gn} 都 是 (XX,$yn) 上 的 非 旬 和 念 
单 函 数 递增 序列 ， 且 他 们 在 X 上 有 相同 的 极限 即 m 有 


lim ga， 则 

lim (fran = tm gwar. 

证 明 如 果 我 们 能 够 证 明 命 题 甲 ，“ 设 {所} 是 沸 增 的 

非 负 简单 函数 序列 ， 又 gp 是非 负 简 单 函数 ， 旦 对 每 一 XX， 
有 im 记 (9] 关 oo， 则 1im [Pa Jpdp” ;那么 立即 可 以 
推出 引 再 4.2 的 结论 ,事实 上 ， 对 于 轩 定 的 自然 数 & ， 我 们 有 

lim fax I> gn(r)s lim gn(x)> f(x) 几 weX 
从 而 由 命题 4 得 

‘lim | Faduzz| gudps Mm oadz>|paaus 、 机 
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在 上 两 式 中 邻 hR->oo， 即 得 引 理 4,2 的 结论 。 
往 证 命题 甲 ， 首先 注意 到 当 9 恒 等 于 零 时 ， 命题 甲 自 然 
成 立 。 现 设 g 不 恒 等 于 零 ， 今 


站 
M=max pr) ; m=min Px), 
HEXL XEXS 


办 9 是 简单 函数 , 故 于 和 mm 是 存在 的 ,显然 有 0<m< <<+eo- 
任 取 实数 ze 使 0 和 es<m, 对 每 一 自然 数 *， 和 构造 集合 
= xxXEX Hfr(x) > ptr) 一 ， 
易 知 4 4 王 。 
1) 当 gj(X,) = + se 时 ， 由 引 理 4.1 我 们 有 


站 > fax df (0 -erade 


> Cm -extz= (me)n(An)» 
上 式 中 令 4->co， 并 注意 关系 式 
im A(An) =A(X)) = + co 
我 们 得 到 
im 人 frau= 十 oo 
从 而 
dim | fudan ， 


2) 当中 六 < + co 时 ， 令 Bs = 了 NA =1，2，…， 易 见 
本 了 多 由 引 理 4.1 我 们 有 
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人 se- ex 如 下 = or dn- 一 fe dn 
= | err, dg— fm dn A 


> px, dp ~ Ma Bs) ~ eu(X), 
上 式 中 令 n-*oo， 并 注意 关系 式 

im x( Bn)=0 
我 们 有 

lim ff dp> {9 xXx, dk ~ enl X1), 
再 令 e-*0 得 

lim fndu> [IE Xx, dp = fear 


这 便 证 明了 引 理 4.2. 引 理 证 完 。 二 
”下 理 4.3” 设 f 和 g 为 非 负 可 测 函 数 ， 则 


1 着 f>g， 那么 | fix>> [om 


2) [f+ gad- { en+ 人 


“证明 对 于 f 和 加 我 们 都 按 定理 3， 6 证 明 中 的 广 法 选取 
章 抽 简 单 散 序 列 {fn} 和 {gn 使 
i fn tf 和 gr + 9， | | 
由 定理 3. 5 {f+ gs ; 蛮 是 简单 滞 数 序列 且 
四 int ont f+g,. 
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根据 非 负 可 测 函 数 的 积分 定义 及 引 理 4.1 我 们 有 


fr pan= Bi: lim n Cfn + gu) dy = lis Him Ll Ch du+ Jardn) 


-e+ fear. 时 

若 更 设 太 >>g， 易 知 对 每 一 自然 数 p 均 有 

n> gn, | 
由 引 理 4,1 知 

ae> jow 
令 t->co 得 
|fa > be 
引 音 证 完 。 : 

了 ) 可 测 语 数 的 积分 


设 f 是 定义 在 负 度 罕 间 ($4) 上 的 可 油画 数 /如 困 / 的 
正 部 份 人 和 f 的 负 部 份 六 中 至 少 有 一 个 的 积分 不 是 + oo， 则 
称 f 的 积分 存在 。 并 规定 /的 积分 为 “人 ， 


an -wa 
有 时 为 明确 超 见 ，| fdx 又 记 为 有 fap, sss, 称 f 是 


可 积 的 .显然 可 测 i a 


都 不 等 于 + eq， 机 
设 有 一 个 关于 测度 空间 (X， S ,四 的 使 时 所 亩 四 在 
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《ESsf) 中 几乎 处 处 成立， 是 指 在 这 空间 中 除去 一 个 测度 为 
零 的 可 测 集 外 ， 命 题 甲 双 于 空间 串 其 他 的 点 欧 成 立 。 以 后 为 
简便 计 ， 把 测度 为 0 的 可 测 集 称 为 等 测 集 ， 用 sse。 类 未 几 池 
外 处， 

便 1 广义 实 函 数 f 与 g 在 {XX， $,w) 上 区 平 处 处 相 等 (4 2。 
相等 ) 是 指 : 存在 一 个 零 测 集 忆 ,使 得 


a Eo{xf(x}Fo(r) 于 ， 
以 后 我 们 用 记号 f= 9 a.e. 表示 f 和 0 几乎 处 处 相等。 
例 2 广义 实 国 数 f 在 (人 ,30 上 上 几乎 对 处 有 限 (e.e， 有 
限 ) 是 指 ， 存 在 零 调 集 忆 使 | : 
E> { x*: |f(x)| = co ， 
例 3 广义 实 函数 序列 { 所} 几乎 处 外 政 化 于 广义 实 本 
数 f 是 指 ， 存在 零 测 集 互 ， 使 
双人 信人 凡 Xe ， 


以 后 我 们 用 记号 fo- 二 f 表 示 所 几乎 处 处 收 化 于 上 1 
引 理 4.4 设 { 和 9 是 测度 空间 (X，S "上 上 的 可 测 浮 a 妆 
车 f=g a.e,; 则 : 


(rar ~ Baa ' 2) 


这 里 等 号 之 意义 是 : 着 上 忠 之 一 边 有 意义 ， 则 男 一 边 也 有 写 
义 痊 乱 相 等 。 
证明 先 设 f 和 g 痢 是 蕴 负 简单 西数 ， 不 闹 设 ， 
- ja = 
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由 f= gs4.e. 知 oj=8i 当 风 古 iD) 二 0, 故 由 简单 通 数 积分 的 定义 
得 _ 

| fi = [gan 。 
. 现 设 f,9 是 非 贫 可 测 孙 数 。 对 于 f,g 我 们 部 控 定 理 3.6 的 
证 明 中 的 方法 选取 非 负 简单 函数 序列 {五 } bE 
1T 和 gn + 9， 这 时 不 难看 珊 对 于 等 一 自然 数 *， 我 们 有 f= gn 
24.ey 几 刚才 蕊 证 得 之 事实 有 


da = 人 du， 


对 每 一 自然 数 成 立 ， 令 nco 得 | fdn = gdp. 
最 后 设 /和 和 19 是 可 测 函 数 ， 并 且 F = ga.e. 那 末 有 
f+=g* Se， 和 | 三 = 日 ， | 

从 而 z 
[ran= [gran ; fran=|a-adn . (4.3) 

车 Jfdp 和 [gdu 之 一 存在 ,不 妨 设 fd 存在 ,那么 | 六 ax 与 

扩 如 中 有 一 个 不 是 + ce， 因 而 grdo 和 |g- 必 中 有 一 个 不 是 

+ oo， 故 积分 jgdk 存 在 .再 从 (4.3) 式 便 得 (4.2) 式 。 引 理 证 


完 。 
从 引 理 4.4 知 ，4.c. 丰 等 的 函数 ， 积 分 同时 存在 且 相 等 或 
老 积 分 同时 不 存在 。 因 此 在 考虑 可 测 函 数 的 积分 时 ，a.e. 相 
等 的 函数 可 以 不 加 以 区 别 。 更 进一步 ， 车 f 是 X 上 a,e. 有 定义 
的 广义 实 函数 ， 如 果 存 在 (,S,z) 上 的 积分 存在 的 可 测 函 数 
gs 使 1 = 9 a.e,。 那 么 我 们 称 /的 积分 存在 且 规 定 
a00 


| fan = jw 。 


特别 地 当 9 可 积 时 ， 则 称 { 是 可 积 的 。 今 后 我 们 可 以 看 到 这 样 
规定 ， 在 讨论 积分 问题 时 ， 有 其 方 便 之 处 。 

下 二 我 们 来 定义 可 测 集 上 的 积分 。 设 /是 三 上 ee. 有 定义 
的 广义 实 函 数 ， 忆 ec， 涛 fxs 的 积分 存在 (可 积 )， 则 称 f 在 二 
上 积分 存在 {可 积 }， 昌 规定 f 在 上 的 积分 为 


1 fan = [xede. 
可 以 证 明 f 在 上 的 容 分 就 是 将 /看 作为 子 空间 (E,E NS,p) 
上 的 广义 实 函 数 的 积分 ， 
设 玉 ,Fe$, 玉 性 了 ,又 f 是 可 测 函 数 ， 由 引 理 4.3 知 
rears ra | fap, ran 


从 而 车 在 F 上 的 积分 存在 (可 积 )， 则 f 在 上 的 积分 亦 存 在 
《可 积 ) .特别 地 著 f 在 ( 居 ,S:) 上 积分 存在 (可 积 )， 则 了 在 任 
一 可 测 集 达 上 的 积分 均 存 在 (可 积 ) 。 


§2 积分 的 性 质 
本 节 中 所 考虑 的 函数 均 是 定义 在 同一 测度 空间 (X ,$1) 
上 的 广义 实 函 数 。 
定理 4.1 设 i 是 广义 实 通 数 , 又 Bes 且 KE)=0， 则 
d=0. 
” 证明 昂 知 fxs = 0;4,c.; 而 X 上 恒 等 于 0 的 函数 是 可 济 
的 ， 且 其 积分 为 零 。 定 理 证 完 ， 
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定理 4.2 ”没有 1g 积 分 存在 ， 且 f>gyee, 则 
zf 
证 明 不 六 fg 是 可 六 可/g 帮 i 
fg feg:. 
由 引 建 4.3 我 们 有 


jiranz gdn ; ES 
男 1 和 9 积分 存在 ， 故 
ba -Tree-| 大 uc 和- pe di or 


定 旦 证 完 . 

定理 4. 3 车 f 可 积 ， 则 f ae 有限。 1 

证 明 不妨 设 f 可 测 ， 令 EL= {x: f(x) = +00 上 五 := 
x x)= 一 07, 若 忆 ,和 匡 ;中 中 有 一 个 的 测度 为 正 ， 例如 
KE1)>>0, 邦 么 由 定 召 4， 2，. 对 一 切 自然 数 1, 我 们 有 


ft pa "du = nu(E, ) ， 


exoo 得 人 rd = +o, 这 与 可 积 的 假设 下 盾 . 故 E 和 ,的 
测 诬 均 为 0。 从 而 fa.c. 有 限 。 定理 证 完 。 
-定理 4.4 “车 [ 为 非 负 广义 实 阔 数 ， 现 |rau= 0 的 充 要 条 


件 为 1 = ae, » 
主 明 ”充分 性 最 然 ， 往 证 必要 性 ， Ti 


令 
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= { x:f(x)>0 sE: = { xsf(x)>1 了 , 
0 Siu Boe) 二 | .fan faro, 本 - 


> 


A(Es) ons 12 -出 测 度 的 下 连续 性 得 加 
A(E) = lim p(Bn) =0. 


因此 f=0,a.e ,, 定 理 证 完 。 l i 
推论 ” 若 汶 让 的 广义 实 函 数 ， 则 ffaee>0 
证 明 车 jfdae=0， 那么 由 定理 4。 4 我 们 有 f=0,4,5. 这 
与 假设 > 0 于 盾 . “ 
定理 4.5 设 f 可 测 ， 则 /可 积 的 充 要 条 和 件 为 |f| 可 积 ， 
证 明知 f 可 积 ， 则 产 和 三 再 积 ， 因 
If|=f*+f， 加 
由 引 理 4. 3 立即 得 出 | 站 的 可 积 性 。 反之 车 | 入 可 积 * 由 
f+ |f| 及 广 所 上 |， 


并 利用 定理 4.2 得 


ass las wsjyiw， 


放大 和 六 可 积 ， 内 而 [可 积 。 定理 证 完 。 
定理 4.6 车 f 积 分 存在 ， 则 


ean i 


证 明 不 妨 设 /可 测 ， 由 引 理 4.3 我 们 有 
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rin <rrant ras 
定理 证 完 。 
定理 4.7” 设 /积分 存在 ，< 是 实数 则 cf 积分 亦 存在 且 
fafan = cfan 
证 明 。 当 c= 0 时 ， 定 理 显 然 成 立 , 今 设 >>0， 容 易 着 
出 ， 当 f 是 非 负 简章 函数 时 定理 成 立 ， 设 是 非 负 可 测 函 数 ， 


取 非 负 简单 函数 序列 { fn} ， 使 fnt ff， 很 据 非 负 可 测 函 数 的 
积分 定义 ， 我 们 寿 


Jefdn= lim [frdp =lim cf fuau= sae 


现 设 1 积分 存在 ， 不 妨 设 1 可 测 由 等 式 
{cf} "=e (ef) =ef, 
我 们 有 


{ep ran = | cfrde=c [frdp 
JepDran = {cf-dp =e [fa 
从 而 
jcwcn -|ep -dn= efrdp- {fan) 
=c|far, 
最 后 设 c<0。 首先 设 c= 一 1; 赠 因 
(Df CH) 
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所 以 
[A 
因此 当 c = -~ 1 时 定理 成 立 。 著 c 是 任意 负 实 数 ， 我 们 有 
| crae=|- iclf dx= -Jlelfan 
= 一 ld ffan= cue， 


所 以 当 c<0 时 定理 亦 成 立 。 定 理 证 完 ， 
定理 4.8 设 f 是 广义 实 少 数 ， Fs Fae$SEF, NF = 中 由 


[i tee = | tn + {fa (4.4) 
上 式 的 意义 是 ， 当 等 号 之 一 边 有 意义 ， 另 一 边 也 有 意义 而 且 
相等 ， 
证 明 ” 先 设 /是 非 负 可 测 音效 ， 由 引 理 4.3 我 们 有 


|; U raf Jf, 本 pat 


~ {Ox, + fr, )du= J, d+ |P。 du 


= | fanr| fade 

对 于 一 般 情形 ， 不 妨 设 /为 可 测 函 数 ， 由 下 列 等 式 
bo ean ,fade | fd 
-| fdn+t 人 frap— |, frdp— | fdp 
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= frr|。 fdx 


可 知 定 理 成 立 。 而 这 些 等 式 的 融 确 性 由 下 列 推 理 而 得 ; 
1 rsfae 存 在 气 >>[ ， nf dp 或 J pf dp 为 有 限 实 


狼 <>T 六 人 及 1 全民 同时 是 有 限 实数 或 了 。 太 如 及 | 
fdk 同 时 是 有 限 实数 所 全 1 ,与 所 ,ja 均 存 在 HI; 
GE 二 1 fdwx 有 意义 。 定型 证 突 。 


推论 设 FisPs "了 n 是 天 两 不 相交 可 浏 集 ， f 是 广 头 实 


1 fan= 全 J 
上 壕 等 式 之 意义 是 ， 当 等 号 之 一 池 有 意义 时 ， 罗 另 一 边 也 有 尖 
尽 县 相等 。 . 

定理 4.9 设 ffdp 与 1gdp 的 积分 存在 二 jfdx + ed 有意 
义 ， 那么 fF+8 的 积分 亦 存 在 卫 


{0 + g) dr = (jar + jadr. 


证 明 a 令 
= {x¢:f(2)9() >0}, 
先 在 4 上 考虑 ， 由 引 蓝 4.3 我 们 有 
{Groa=| Gr | or 


=| ry) dn | (f+ gt) dy 
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=| frant), od ‘| fidn + { gran 四 


-| .fan+| gen, ， 
上 面 推导 的 合 再 性 是 根据 ， 因 为 人 f+ oa 有 意义 ， 所 以 
fat | tr 也 有 意义 ， 弄 末 当 | ae 与 | oa 中 有 一 个 
是 +oo 时 ， Fran i 重 为 有 限 实数 ， 从 而 和 数 


A 
有 意义 ， a + co 之 情 
形 。 ” 四 “ . 
ss 现在 对 4' 米 讨论 。 令 3 i 
E, = { xsf (x)>0, glx) <0, Ureor 和 
Es= {xsf(z)>0，g(z)<0，(f+9)(z)S0li 
Be = {xzsFfz) <0, yr)>0,(f+9) (x)>0}; 
7 {wf(x) <0, g(x)>0, (+ (x)<0} >. 


吻 知 4/ - 由 BiBE NE 5 当 i 富 所 自 于 对 称 的 原 丈 ，. 只 需 


在 BB; 上 能 证 明定 理 走 确 ， 那么 对 ,也 就 问 样 成 立 了 
尖 xeEl 时 ，19(x)| sece， 故 由 引 理 和， 3 有 : 


Bae= 和 cos Epo tr oe 
0 . A 


0 


现 讶 |。 (一 49)dp< + oo。 假 潜 不 然 ， 直 (4.5) 式 知 


|. fdkn= 二 oo， 
从 而 导出 
= 二 9 及 Ju- 一 5o， 


这 就 使 fdn + ga 无 章 多 ， 这 与 原 设 矛盾 ， 有 
(~ g)dn<+oo, 在 (4. ey (ga 得 
人 (f+ g)dnt hf fapt 上; gdpd i 


-。， 再 考虑 在 忆 , 之 情形 。 
所 = 五。 人 Cr， 


现 证 4(F) =0. 假 若 不 然 , 设 AF)>0， 因 为 在 包 上 (f+g)》 
(x) 和 0; 鼓 当 xeP 时 必 有 9(x)= 一 oo， 从 而 推出 


fis +oo 及 | om- 
这 就 使 ap 人 ea 无意 X，: 与 原 设 下 磊 。 于 是 fx) 在 Bi 中 
-aucs 有 限 。 故 由 引 理 4.3 有 i 
f= sc- ji 
-ja (~ gfydet], fdu, i! 
与 在 之 情形 的 同样 推理 知 |。 jdk < oo 人 而 由 移 项 及 汉 
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去 负 号 后 得 四 
| .Gd+o)ae=| yanr | .oan- 
最 后 由 ] jdk+ [gde 有 意义 ， 从 定理 4.8 推 治 得 
加 Jroau=| +e)air a 和 ro 
一 | mw + bs fan + | aa + gd# 


-| FA few 
定理 证 完 。， 
推论 ” 设 9 是 可 积 画 数 ， f 是 可 测 消 数 且 f 之 g,2， 那么 
jf 的 积分 在 在 ， 
证 明 ” 因 g 是 可 积 省 数 ， .由 定理 4.3， 9.9.6, 有 限 


f={(f—-g)+g Gaus 
因 / -og a.e, 非 负 可 测 ， 放 1(f -g)ak 存 在 ， 出 假设 知 
[Gwart gan z | 
有 意义 ， 因 而 由 定理 4.9 知 jfdg 存 在 。 证 完 . 


§3 积分 号 下 到 极限 


”本 节 我 们 介绍 积分 号 下 取 极 女 的 几 个 定理 . 
定理 4.10 (单调 收 作 定理 ) 设 {fn} 为 非 负 可 测 函 数 的 


递增 序列 县 如 一 ~>f 则 
369 


ran = la 和 rw | (6 


广 明 ”不妨 设 /nf, 因 {f4) 是 非 负 可 测 画 数 序列 ， 由 
定理 3.4 知 ，f 亦 是 非 负 可 测 函 数 。 当 { 户 } 为 左 负 简单 画 数 
序列 时 ，{4.6) 不 外 是 积分 的 定义 。 现 讨论 一 般 请 形 ， 奸 
{fn} 为 非 负 可 测 函数 序 烈 ， 对 每 一 自然 数 & 取 韭 负 简单 函 
数 序 列 { fin } 使 ftntje(woo)。 现 利用 {fin 上 构造 丽 数 序 
列 { gn} 如下; 


dn= Sup Lin HNH=Iy2y", 
上 三 如 ” 


那么 每 一 个 函数 gn 是 非 负 简单 函数 且 
了 工 ) 序 列 { gm] 是 递增 的 ， 
2) gw, 


If . 
3) lim few = lim 和 rw 
在 一 > cod; Tm 


第 1) 点 是 显然 的 。 往 证 2) 和 3), 注意 对 hw 有 


nS on fh 1 i - (4.7) 
所 以 加 ， 

ws Ven ， (4.8) 
令 r>ccy 《4,7) 和 (4， 8 ) 两 式 分 别 成 为 ， , 

fas ,lim gn<fs - 4.9) 

fs Lim 人 es tim he 和 od. 10) 


再 令 和 roo，{4.9) 和 (4,10) 两 式 分 别 峻 光 ” 
1i6 


fim 9n 王 户 


lim ha im few= lim ser, 
这 使 让 明了 2) 和 3)。 由 于 { gu } 着 非 负 简单 男 数 序列 ， 并 注 
意 到 1}) 和 2)， 根 据 积 分 定义 就 有 
lim) grat = 出 7F9w， 
联系 到 3) 便 得 出 (4.6) 式 。 定 理 证 完 ， 
推论 1 设 {f,} 是 非 下 可 油 浮 数列 ， 量 fr4f a.f.， 由 
noha = Nia 


证 明 对 { 一 各 } 利用 定理 4.10 即 得 . 
推论 2。 设 fs} 是 可 测 函 数列 ， 生 ff a.4. 又 fn 之 g 
a.e. 对 每 一 自然 成 立 ， 其 路 9 是 可 积 芍 数 、 见 


Li mn 人 pa= 人 dn ， i 
证 明 不 纺 设 名 4f,f>>g 对 每 一 自然 数 8 成 立 , 且 g 处 处 
有 限 , : 冉 定理 4.9 推 论 知 人 fwdy 存 在 . 因 记 和 大 二 一 上 9 不 j= g， 
而 {jn-98? 是 非 负 可 测 南 数列 ， 由 定理 4,10 得 
lim| (fs ~ gdn = [(f— g)ax * 


四 
:4 


limffna -jew=f dp 一 few， 


了 


因 Jodp 是 有 限 实数 ， 故 在 上 式 两 边 消去 19 旨 即 得 推论 2 的 
结论 。 证 完 ， 
推论 8 设 人 1s} 是 非 负 可 测 函 数 序 列 ， : 则 . 
Eas [fra . 
HH=1 R=1 
证 明 仿 
Hs = 三 六 N=ly2s"y 
”那么 { gs 上 是非 负 可 测 函 数 序列 且 go 了 忌 加 ,由 定理 4.10 及 
引 理 4.3 我 们 有 
{Efe 一 EI] gndp 二 | fhdk 
=E (fuer. 
推论 证 完 。 四 
推论 4， 设 { 广 } 是 可 测 函 数列 日 呈 | frdu<+eo( 或 
总 站 fear<+), 由 
f= [en . 
#=1 B=1 1 


证 明 ”由 推论 3 得 
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a= [fd 


| 


[pa fn du = 互 上 9 
出 修 设 知 这 jo* 可 积 ， 因 而 a.e- 有 限 ， 故 - 
六 a 
1=1 n=1. . 二 关上 . rel 
这 样 由 定理 4.9, 我 们 有 


尼 fdp ~ {Er -fr Ja 


= | 研 fn dh | 


Hl 


3 eet) ) dn = ie 


-推论 证 完 。 
将 上 上面 定理 4.10 推 论 2 中 的 大 件 “(fry 是 递增 列 ” 除 


去 ， 便 可 得 到 著名 的 法 都 定理 ， 
定理 4.11( 法 都 定理 ) 设 1{f } 为 可 测 函 数列 ， g 是 可 


税 殉 数 ， 目 对 每 一 自然 数 必 均 有 fr 之 ga..， 那么 | li fndp 
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存在 且 | 
人 pas < lm fudp, 

证 明 ”由 f, 的 可 测 性 得 出 .lim fs 的 可 刚性 , . 因 对 每 一 家 
然 tsfn>g90.6. 夏 im fn a6 由 定理 4.9 推 论 知 ， .和 及 
im fn 的 积分 存在 。 对 每 一 自然 数 n, 令 hn 一 inf fk， 则 hn 和 且 
fo 之 hr 守 g，a.e.、 册 定理 4:9 推 论 及 定理 4.2 得 

sa je . 
两 边 取 下 极限 并 应 用 定理 4.10 扒 论 3 得 


lim lim Wrap > 位 lim he = lim se de = -fn 下 


-ims | 
定理 证 完 。 
推论 设 {f} 和 机 二 区， 9 为 可 导数 有 对 每 
然 数 2,fn< gsa.e. 那 介 了 Tim fndh 存 在 目 


< > Te 人 


+ 证明， . 考 呈 国 数 列 { -玉江 应 用 法 者 定 攻 总得 
“定理 4- 宇 ( 控 制 收 策 定 运 ) 设 坟 了 是 可 请 羡 藏 列 ， 是， 


Et pi 
可 积 滑 数 ; 对 每 一 自然数 mw 1 之 9,0.e 必 又 加 所 则 了 可 
了 和 


站 


积 且 


lim lf -fldn=0., 
特别 地 我 们 有 
lim feat = Vax . 


. 证 明 十 妨 设 9 是 实 函 数 , 对 得 一 自然 数 my linr! og, 是 
feof 因为 可 测 , 故 f 丈 可 测 且 | 和 并 秋 9， 由 此 得 出 f 评 是 可 积 的 。 
易 见 

0 |fs -ft|A<2g; 


这 冬 茵 数 序列 { 1 加 一 f| } 满足 法 都 定理 及 其 推论 的 条 件 ， 故 
Ta lp -Hl dr tim ffs fldr< 
H—sm 和 9 一 了 闻 反 
lim fs -fan < in lilae . 
因 f>f 故 [所 -f|>0， 由 上 式 即 得 
im {If -fldr=0 . 


因 四 

fan = fa [= hn) dn| Sh fa 
imjlroae = far, 

定理 证 完 ， 


-#3 


$4 不 定 积分 
设 (Xs$ ,4) 是 测度 空间 ,f 的 积分 存在 ， 对 于 每 一 BeS$, 令 
z(B) = { fan 
则 集 函 数 ? 称 为 1 的 不 定 积分 。 


， ”定理 4.18 不 定 积分 ?具有 完全 可 加 人 性 ， 即 着 {BB} 是 
对 中 两 两 不 相交 的 可 斋 集 序列 。 那 么 


| UBEs } = (Es), 
证 明 邻 卫 =U 先 设 /是 非 负 可 测 秀 数 ， 因 


fxXs = Ef ’ 


注意 {fx ) 为 非 负 吉 测 和 数列 ， 由 定 理 4.10 推论 3， 我 
们 有 


vtE)= | fsde= ZT fr jw 


二 YEn). 


其 次 设 积 分 存在 ， 不 芒 设 /是 可 油 的 ， 由 癌 才 已 证 的 纺 
了 ， 我 们 有 


| rw = 号 | 六 


En 


116 


因 / 积 分 存在 ， 故 上 两 式 右 先 级 数 至 少 有 -- 个 是 政策 的， 从 
| fae- [fa 
ea 一 二 We 人 -全 de 


-三 于 次 fdn= 三 3), 


定理 证 完 。 


” 油 (X,S) 上 的 测度 。 
证 明 显然。 : 
定理 4.14 《不 定 积分 的 绝对 连续 性 ) 车 /在 测度 空间 

(X, $sp) 上 可 积 ， 则 对 任 给 的 正 数 e， 有 在 8> 0 使 当 Fes。 
AZ)<8 时 便 有 和 


四 ass 
证 明 ”用 反 证 法 ， 着 定理 不 成 立 ， 风 存 在 革 个 o> 使 


对 每 一 自然 数 ?， 都 存在 Bse$ 满 足 
A( En) < 2 js If lan>e 


推论 设 1 是 非 负 可 测 应 数 ， 则 f 的 不 定 积分 ?是 可 测 宏 


令 
A(E) = {fide, 
出 定 理 4,.13 推 论 及 f 的 可 积 性 知 ，4 是 (X,$) 上 的 有 限 铀 度 。 

i147 


AB)< EE) < 1 n=1,2, 


故 A(,) = 0. 而 另 一 方面 
AE, ) 一 lim 1 总 E> lim SuBA( ER) >e, 


由 此 导 下 了 | 在 和 测 集 上 的 可 分 不 为 ， 这 与 定理 4,1 了 矛 
盾 ， 定理 证 完 ， 
定理 4.15 设 f 是 (X， $4) 上 的 非 负 可 测 隙 数 ， 令 令 


(BE)= | fdx 
则 对 任意 广义 实 函 数 g 我 们 有 


|em= Jafe das 


让 述 等 式 之 意义 是 ， 当 等 号 之 一 边 有 意义 时 ， 另 一 边 也 有 意 
义 且 丰 等 

证 明 由 定理 4.13 推 沦 知 ，? 是 (X,$) 上 的 测度， 因此 
(2 S,) 是 一 个 测度 空间 。 本 

先 设 9 是 某 个 可 测 集 了 上 的 特征 函数 

Gg= Xrs EES， 

加 | . .i 
|gav = v(E) =| fd 


| |gfdn = Jxafan = | fg L | 
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故 定理 对 g 为 特征 隙 数 时 成 立 。 由 此 吻 证 当 9 是 非 负 简 间 邱 
数 时 仍 成 立 。 

其 次 设 g 是 非 仙 可 测 函 数 ， 取 非 负 简单 函数 序列 {gn} 
使 gn， 易 知 gnf 4 9f， 改 由 非 负 可 测 函数 积分 的 定义 及 上 
夯 巴 证 的 结果 我 们 有 


|sre = lim | gr dn = lim ord = few， 


故 定 理 在 g 为 非 负 可 调 阔 数 时 成 立 。 
设 9 是 可 测 函 数 ， 从 关系 式 
《3 站 ”=9F 9) = gif, 
我 们 有 


上 gw -|oya=jord 


fo-an= [ao-fan= [eraw 
从 而 | 

sm = jerar 一 [ser = en “dk— | gn dg 

=| cfan | 
凸 述 等 式 的 意义 是 ， 当 等 式 之 一 边 有 意义 时 ， 另 一 边 也 有 意 
义 且 相 等 。 

当 g 蚌 广义 实 函 数 时 ， 由 广义 实 函 数 的 积分 定义 知 ， 定 

理 的 结论 也 是 正确 的 。 定 理 证 完 。 


， 习题 . 
国 设 Xo 为 集 工 的 子 集 ，(XoySoypo) 为 测 度 室 间 ， 令 $= 
11i9 


{EBX XoN EeSp) 对 每 一 Be$; 邻 
A(E)= Ho( Xo EB), 
证 明 Cfa$, 站 为 测度 空间 : . 
加 庶 { 芝 ， Bs a oC 六， oR Xo XS) 
测度 ， 夺 每 一 BeS， 
ntE)= jal XN B), 
证 明 (,$,#) 为 测度 空间 , 
国 设 jms 二 12 为 可 测 衬 同 (XsS) 上 的 油 认 启 列 ， 
1} 对 每 一 Ee3， 令 


HA(E) =E tn(B), 


证 明 k 是 (了 X,S) 上 的 测度 。. 
ii) 洲 对 每 一 RS$， 名 (全 三 各 (一 ; 令 


a(B) = lim pa(E) 


证 明 p 汶 { 基 ; 人 上 的 测 座 : 
国 设 (Y,$) 为 可 测 空间 ， (x } 为 两 两 不 相交 的 可 调集 


序列 且 闫 = 则 Xn 系 对 每 一 肖 然 煞 7 {Tn En 门人 a 测 产 
空间 ， 对 每 一 Ee$,. 令 
p(B) = pa XN) 


证 明 p 为 (Xs$) 上 的 测度 > 畦 别 地 当 pno 有 限 ,n=1,2,…， 
那么 k 也 g 有 限 。， 
120 


ee 


@ 设 (XS 办 为 测度 空间 XoX。Xoe$,f 为 XY 上 的 广义 
实 图 数 。 对 每 一 FeXons, 令 。 - 加 
pof 互 ) = 有 (也 )。 
又 记 fo(z) 一 f(x)，xeXo, 证 明太 在 (Xos Xo 1$, ko) 上 的 积分 
等 于 | fx。 dz。 (两 者 之 一 有 意义 ， 则 另 者 亦 有 意义 且 相 等 .) 
四 设 {in } 为 可 测 空间 (X,S) 上 的 测度 序列 ，/ 为 X 上 的 


广义 实 函 数 。 记 = 忆 pr， 证明 


| = fdpn 


上 式 一 边 存在 则 另 一 边 亦 存在 自 相 等 ， 

命 证 明 有 限 测 度 空间 于 的 有 界 可 测 削 数 可 积 。 

图 设 1 Am } 为 可 测 空 间 (X*S) 上 的 有 限 测度 序 列 ， 上 & 汶 
有 限 测 度 ， 旦 对 每 -~Ee$ 有 | 


lim pn(E)=&(E), 
1 为 有 界 可 测 函 数 ， 证 明 
lm fdapn= |fap. 
罗 设 /为 可 测 空间 (了 ,$S). 上 的 可 测 函数 ，xoeXs k 为 (X， 
S) 上 的 测度 ， 满 足 ， 对 每 一 BeS， 


E 
1 Roc 
(可 = f 0 xo6 瑟 ， 


证 明 ]fdp = F(xo)， 1 
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. 他 设 X 为 有 限 集 ，$ 为 六 的 所 有 子 集 组 成 的 0 代数， 为 $ 
上 的 有 限 测度 ， 则 {X,$,w) 上 任何 可 测 实 户 数 是 可 积 的 简单 
函数 ， 对 这 种 隐 数 来 说 春分 的 一 切 性 质 痢 化 为 有 限 和 的 
性 质 ， | 
加 说 X 是 全 体 自然 数 所 组 成 的 集 ， $ 为 区 的 全 体 子 集 组 成 
的 c 代 数 ，" 为 S 上 的 滑 度 ，/ 为 (X,S,/) 上 的 可 测 浮 数 。 证 明 

7 和 分 存在 < 六 总 六 (mp(a) 和 呈 信 (Oz 人 至少 有 一 
收敛 ， 上 述 两 条 件 有 -成立 时， 有 


和 jw = fm adn). 


ii) 可 积 志 之 于 了 nD)p(m) 绝 对 收 伊 。 
思 设 (了 ,Sn) 为 测度 空间 ，1 为 可 测 函 数 ， 
i) 溢 对 每 一 EeS$， 均 有 

/ 

(faz0, 

证 明 ] 二 0 0.e,» 
ii) 若 对 每 一 Ee$， 均 有 
， 十 fan= 0, 


证 明 f = ds 人 es， 
儿 设 人 sy 六 5 有 限 认 和 六 分 存在 ， 是 对 笨 
一 BeS， 均 有 


ya = 2 
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划 f = ds Jee 


国 设 {后 } 为 可 积 函 数列 ， 又 fn 一 >f, 试问 /可 各 加 ? 
考虑 例子 ，X 为 全 体 自 然 数 所 成 的 集 ，$ 为 X 的 所 有 子 集 组 
成 的 o 代 数 ，p( 瑟 ) 为 E 中 点 的 个 数 ， 在 上 述 测 度 空间 (X,5， 
A) 中 考察 函数 列 fn} 和 f 如 下 ， 


f(x) = 上 当 1<YSWXER 
人 省 XY NE 


Hx)= 1 xeX, 
国 若 k(X) 一 + oo0, 及 可 积 上 且 轴 一 致 收 化 于 及 证 明 fn>f 
车 内 X)= Tec 结论 未 必 成 立 。 考 察 例 子 。 {《 SS 6) 三 


《0 + ceo)， [0 + cc) NB,n), f= 0, fn = pcos m 

入 设 i， $,4) 为 有 限 测度 空间 ， 为 了 测 函 数 ， 证 上 明 下 
述 三 命题 

i)f J 有 

证 ) 任 给 e 汪 0， 存 在 6;>0， 当 Ee5，u(E)<<8 有 


| (fl du<es 
-十 ) 任 给 > 人 存在 和 然 数 & 使 


| dps » 
{x: |f(x)| =&)} 
存在 下 述 关 系 。 让 寺 >iii); 1 全 和)。 
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第 五 章 可 测 函 数列 的 几 御 收 倒 性 


81 可 测 函 数列 的 几 种 收敛 性 


嚼 数 序列 的 丙种 二 上 典 收 伍 概 念 -一 一 处 处 疏 敏 及 一致 玖 
伍 ， 读 者 是 熟知 的 ， 这 里 我 们 不 再 重 述 。 为 了 委 率 论 的 需 
要 ， 必 须 将 古典 的 收 合 概 念 推 广 ， 本 章 各 节 我 们 将 讨论 可 测 
函数 列 的 几 种 常用 的 收效 意义 及 其 主要 结果 。  “. 

设 (X,$,p) 为 测度 空 他 ， 在 本 节 中 着 不 特别 志明 ， 所 有 
的 荡 数 例如 1,fn 均 为 (了 ;SK) 上 和 的 可 测 实 函 数 ( 妈 不 取 无 穿 盾 
的 广义 实 函数 )。 ; 

说 人 入 } 为 可 测 实 函 数列 ， f 是 可 测 实 函数 。 如 果 存在 
可 测 集 五, 使 (请) = 0, 县 


Timfn(*) -ftx), HLrex\E, 


则 称 4 fa 了 及 乎 处 处 至 狂 于 六 记 作 Timj = [ae 人 或 


fu- 1 。 
好 时 对 任 齐 给 定 的 8>0， 存 在 FeSy FJT<5， 使 fr 了 
在 关上 上 一致 收 敏 于 间 即 对 尾 意 给 定 的 e>0 ,局 3 自然 数 
太 = 六 (6)y 使 得 当 ? 之 六 时 ， 不 等 式 : 
[f(x} ~ F(x) le 
对 记 :T xeF! 均 成 立 ， 则 称 寺 jn} 才 乎 一 致 收 钱 于 证 汽 


工交 者 


im 如 = 天 es. 或 ff 


-如果 对 于 任意 给 定 的 2 之 0, 包 有 
limp {x+ | /n(x) ~ f(x) le). =0, 
则 称 二 右上 依 测度 收 伊 于 户 记 作 lim = fT 或 fn Sf 


如果 | 1 dp< eolaa< rse n=1 2 
且 
im 和 -flan= 9， 


则 称 { 记 二 平均 收 伍 ， 记 作 lima 记 = /Cm 或 fr>f 


若 可 测 实 函数 列 { fn} 满足 
lim ]f 一 fm| =0Cese.J( 或 Cs, 或 [9 或 Cm]， 


则 称 名 上 基本 Case. 收 策 (或 对 应 地 基本 Cos. 收 敏 ， 斌 
基本 [执政 敏 或 基本 cm.] 收 伍 )。 


注 ， 设 {fn} 和 分 别 为 测度 空间 ( 半 ,$,p) 上 的 实 函 数列 
及 实 函 数 ( 不 一 定 可 测 )，{ 上 几乎 外 椒 收 敛 于 及 fr} 几 
平一 致 收 仑 于 1 的 概念 ， 可 接 上 曾 所 述 同样 定义 。 
例 1 证 ( 匡 ,Syph = 《row13yC0s1] 门 B,L), 其 中 BB 为 实 
数 空 间 R 由 的 勒 风格 可 测 集 ， 工 为 惑 册 格 测度 ,又 令 
fn(x) 一 天 和 {x) Xer0 1 n=1s 2 …， 


1 


si 
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HX)=0 xeL0 12, 


对 任意 图 定 *xce(0:13， 易 Ee 当 姑 宛 的 大 时 ， f(x)}=0, 又 
A =0 喜 大 在 [0 1] 上 几乎 处 处 收 敏 于 斤 任 给 三 0 


及 s>0， 令 P= C0, 字 ), 则 (了)<6, 易 知 当 w35 分 大 ， 不 等 式 
fx) Fx) | Ze 
对 所 有 xe[ 了 ， 攻 均 成 立 ， 放 fn 
又 对 任 给 0<e<I， 我 们 有 4p({ xs: | 名 -用 > = 了， 


故 1imw (xs | 一 1 之 2 }》 =0, 亦 即 fsf。 此 外 ， 由 等 式 


: f 
| [fs -far= | | ) ndg=1 


下 和 条 
知 ，{ 加 上 不 平均 收敛 了 于 人 

例 2 设 (X,$,1) =(R',R* BE) 其 中 RR*+ = [0 二 
0)， 六 令 fe ys n=1,2;… 及 f=0。 易 知 | fr } 在 E+* 
上 处 处 收 敏 于 j， 但 和} 不 几乎 一 致 收 合子 ， 此 外 由 等 式 


a |) fx) | at 并 (中 之 
. 7 二 + 
知 ，{ 有 不依 测度 收 但 于 f。 又 由 等 式 
| lia flan = fe au=e(cece)) = ee 
知 ，{ 思 } 不 平均 收 化 于 j， 
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例 3 没 (X,S,= (01D, c0,DnByz)， 集 序列 
{ 4) 为 一 区 间 序 列 县 k( { En }) = 二 ,将 区 则 序列 { En } 


放 在 区 间 [0,1] 上 ， 使 其 一 个 接 一 个 ， 中 到 f0,1I7 的 端 点 则 
合 委 溃 返 回 (参见 图 (一 )}。 对 每 一 自然 数 x， 令 


fn= Ke 3 了 =0， 


立 = 二 co， 对 任意 固定 的 xeC0,13, 必 存 在 无 穷 个 Es 村 


盖 x*， 对 这 些 z， 我 们 有 名 (*) = 1， 另 一 方面 又 存在 无 穷 个 吨 n 
不 愤 瘟 x， 对 这 些 # 我 们 有 fn(*)=0， 因 此 {fn(x)} 不 收 
施 ， 从 而 有 在 XX 上 处 外 不 收 化 ， 更 有 {所 } 不 几乎 处 处 
收 钱 于 f 和 {fo 7 不 几乎 一 至 收 合 于 f。 任 给 0 之 se 之 1， 由 等 式 


a( {xs lfa(x) ~ f(r) | >e}) = p(En) = 
知 太一 又 由 等 式 


| -Hae = | 如 -KE -去 


知 和 or 
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引 理 5.1 恋 { 加 上 为 实 函 数列 。1 是 实 函 数 ， 那 么 
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{ xsfn(x)->f x) } 


= 人 U {x f(x) -f(x)| < } 


三 -下 -ji 


= 1 
{xefa(x) f(x) } 


-Uf Ur fx) — f(r)| el} 


E> B11 


= 0 rdf) -ob 
Rp-1n=-1i- 
{x futx) — fm( 7)|->0} 


= NU {x dfs(x) fas) | <e} 


= | 
{ xlfnlx) ~ Tox)r0} 


= 吕 人 Ut rilfr(x) —frrr(x}| Se } 


E>D N=1¥ 


= A ,Ut lfr{*) ~ ~fnrz(%) | 之 二 


(5。 


《5。 


《5。 


5。 


6) 


7) 


证 明 ”由 数学 分 析 的 知识 易 知 。 思 (xz)->f(x) <> 对 任 
给 e 冯 0) 存在 自然 数 m 当 记 2 时 ， 均 有 从 (zx) ~ 了 (x)| <e 
对 任 给 让 然 数 ， 存 在 自然 狂 w 当 i> "时 ， 均 有 | 人 人 (x) 


二 :从 而 (5。 1) 和 (5.2) 式 成 立 。、 返 用 第 一 齐集 运算 的 De 


Morean 人 A 起 ,由 (5.1) 和 (5.2) 式 立即 得 出 (5.3) 和 (5。4) 式 。 
(5.5) 一 (35.8) 式 可 类 似 于 (5.1) 一 (5,4) 得 到 。，3 引 [ 理 证 完 . 


则 jf 一 >f 的 充 楼 条件 是 ， 任 给 E>0， 忆 有 


全， {x dfi(x) -f(x) >e} )=0， 


更 设 测 度 空 闻 ( 工 ， $,#) 为 有 限 测度 空间 ， 则 各 一 /的 充 要 条 
忻 是 ， 任 给 s 守 0, 均 有 


Jimp( Ui xslfi(x) -Hx) ee} )=0 . 


证 明 由 (5.2) 式 我 们 有 
【fc) } 


eo 


= 


因 fn 和 f 均 为 可 测 函 数 ， 故 { x: 1fi(x) - f(x)| 之 二 } 为 可 测 
集 ， 从 而 { xh(x)>fx) 为 可 测 集 。 由 测度 的 单 调 性 和 
完全 半 可 加 性 ， 我 们 有 ， 


hf eu {fax f(x) }) =0 
129 


op {lf AO! -0 
Hl : , 
k=1, 2 | “6 9) 
由 {5。 9) 式 立即 得 出 引 理 5.2 的 第 一 个 结论 。 更 设 A(X) 
+oo, 由 测度 的 上 连续 性 ， 我 们 有 有 : 


lim a(Y alp(9 -1 六 }) 


=K( 人 expeo- 0 1>1 ,5.10) 


由 (5.9) 及 (5。 10) 两 式 立即 得 出 引 理 5， 2 的 第 二 个 结论 。 引 理 
证 完 ， 
引 理 5.3 设 蕊 加 了 为 可 测 实 本 数列 ， {Ff} 为 可 测 EE 


数 ， 则 fe 一 > 的 充 要 条 件 是 ， 任 给 st>0, 恒 有 


ime {x lil) -fx) [ey ) =0. 


证 明 必要 性 ， 设 所 一 f， 那么 任 给 e>0, 8>0, 存在 
FeS ,pn(FY 一 6 及 存在 正 整 数 N = Nt{e,5}， 使 当 " 之 RN 不等式 


[fa(x) 一 (| <e 
对 所 有 #eF7 均 成 立 。 因 此 当 这 站 时 我 们 有 
{x: lfi(x) f(x) 2e } SF, 
内 而 当 n>N 时 - 
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v. {x tf) ~ le} CSF, 
由 鹿 度 的 单调 性 我 们 有 


zu， { x: i) 0) le ptt) 5, 二 


这 说 明 limx( 员 {xs |fitx) ~ f(D)!>e} ) = 0. 


充分 性 ， 任 给 8>0， 对 每 一 自然 数 ， 出 充分 名 的 假设 ， 
存在 自然 数 k* 使 
5 


a 0 {x If) | > 
= | 


令 F- (os Un(D 一 f(x)| > 去 ， 则 是 可 凋 集 ,由 


"1 于 ”共生 


测度 的 完全 半 可 加 性 得 
pA(P) < a x f(r) -f(x) > 计 }) 
B=1 nk 


= 
< 工人 0 
站 ,引入 


册 集 运算 的 De Morgan 人 公式， 也/ = 人 0 nD {x {fr Cx) 一 


请 


1 


f(x) 1 < 去 } ， 因 而 对 怨 一 自然 数 h， 存 在 tg, 当 n> 时 不 


等 式 
faxz) ~ f(x) | < 二 
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对 所 有 xeF' 均 成 立 ， 这 便 证 得 fn 一 >f, 引 理 证 完 。 
定理 5.1 设 了 思 及 分别 为 实 函 数 序列 及 实 函 数 ， 又 


fn >, Wf. 
证 明 对 每 一 自然 数 &, 令 Fs 为 具有 如 下 条 件 之 可 测 集 ， 
1 Ap(ER 反 于 ,2) 在 XNPA 上 一致 收 敏 于 户 又 令 F= 但 Fis 屠 


全 由 
| 到 工 ， R=1;2,.s 


始 托 让 =0, 但 在 F* 上 {fnY 相处 收 语 于 f; 只 而 {fs} 几 入 处 
外 收 化 于 1 .定理 证 完 . 
定理 5.2 设 {fn} 及 f 分 别 为 可 浏 实 画 数 序 列 及 可 测 实 


还 数 ， 又 ff， Df 一 > z 
证 明 因 f 一 >f， 由 引 理 5,3 我 们 有 任 给 e>0, 便 有 


limp(U, {xs lfilx) -Fx) >e} )=0, (5.11) 
受 然 有 
a {x dfn(x) fr) 20) xu( U, {xr Hs -~ 


Hx)]e}), . (5.12) 


由 {5,11) 和 (5。.12) 得 
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Ji { x fox) -Frie} }=0, 


即 fs 一 >f .定理 证 完 ， 
定理 6.3 设 { 友 上 及 /分 别 为 可 测 可 积 实 函数 序 列 及 可 
济 可 积 实 函数 ， 又 帮 - 一 7， 则 万 -一 >。 
证 明 设 e 是 给 定 的 正 数 , 记 do = { zs] 加 (xz 一 1(x)j 
>>s} 从 不 等 式 ， 
ex(An) <|, 17 ~ fdr < lI —fldx 


及 加 一:f 得 lima_u(4) = 0, 这 就 证 明了 jn 一 一 .定理 证 完 。 


， 由 本 节 例 2 知 ， 可 测 实 函数 列 {所 }a,e. 收 雍 但 它 未 必 
ea 收效 。 当 (X， 3,#4) 为 有 限 测 度 空间 时 ， 那么 { fn} a.e。 
收 合 的 充 要 条 件 为 {fn} a.wn, 收 化， 这 可 由 下 述 著 名 的 叶 
果 洛 夫 定 理 得 出 。 

定理 5.4 设 1 所 》 和 分别 是 有 限 测度 空 空间 (XS ,和 上 


的 可 测 实 函数 列 和 可 测 实 函数 ， 又 和 一 2， 则 >。 
证 明 ” 因 户 一 全 六， 由 引 理 5.2, 对 任 给 ec> 0 均 有 


Jime(U {x it) -fl>e)=0, (5.13) 


再 由 (5.13) 式 及 引 理 5。3 知 ,所 ~ 一:f ,定理 证 完 。 
由 本 节 例 3 知 ， 即 使 在 有 限 测度 空间 上 ， 可 测 实 函数 列 
{ 太 } 依 测度 收 策 ， 但 它 未 必 e sam. 收敛。 下 述 黎 斯 定理 说 
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明 依 测度 收 乌 的 可 测 函 数列 , 必 存 在 子 列 a.tm。 收 敏 。 

定理 5.5 设 {fx} 为 有 限 可 测 函 数列 ，f 为 有 限 可 测 国 
数 。 

“ :着 所 一» {fn 中 存在 着 子 列 {fs} 使 


ee bE 
2) 潜 上 7 基本 [站 收 敏 , 则 { 有 中 春 在 着 子 列 
{ 四 } 基本 [Catn,3 收 敛 . 
证 明 首先 证 明 1)。 由 {} 依 测度 收 合子 f 的 定义 ,对 
每 一 自然 数 & 存在 自然 数 mak， 使 当 ">mk 有 
> 
现 念 得 = shy = maxtn 十 1 me} ， na 三 max{rs+1sms} 等 
等 ， 并 应 用 数学 归纳 法 得 到 自然 数列} 满 中 rm<m<… 
之 H8 之 … 使 
MK {x fn(x) -f(x#) | < 


设 e> 0 和 8> 0 是 任 给 的 实数 , 取 自然 数 1 及 名 使 -<8 及 


有 <e 仿 
Fa= {x fak(z) 一 Fe 
F= U FE, 
R= 
那 未 
uP) A(F) 区 流 -于 < 
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而 另 一 方面 ， 对 于 xeF i 当真 > ay 名)， 在 
fs (x) ~ fx) | es 


这 便 证 明了 fs 一 3. 

往 证 2)。 由 { fn } 基本 [和 雹 的 定义 ， 类 似 于 四 的 证 朋 ， 
对 于 每 一 自然 数 , 存 在 tt， 满足 二 乓 班 所 下 所 … 使 当 ? 芝 2 
有 1! no 

Kx 1 和 (xz) -fa(o 演 罗 )<< 亦 ， 
特别 地 我 们 有 
a {xe | fags (9 一 各 (1 三 天 Doe 


设 e>0 和 8 之 0 是 任 给 的 实数 ， 取 自 然 数 ; 及 所 使 _ <8 及 


a 
< 
= (zast ( 打 一 和 (六 六 ，， 
= U Fh, 
R=i . - - . 
那么 LF)<3 共 1 <6， 而 男 一 方面 ， 对 于 xeF'， 当 下 束 烙 1， 


RR 满足 1 和 Ri> maxt{i, 包 )， 我 们 有 


1 
一 一 下 < 
{fs (x) fn CX) | ~ 是 a 了 . 
= tie. 
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这 便 证 明 了 { 加 ,上 基本 [evan)] 收 敛 ， 


定理 6.6 设 { 为 为 可 测 实 函数 列 ，f 和 9 为 可 测 实 函 
数 ， 郑 从 


1) 若 fn 一 >f 和 /ng 则 f= gsa,e,s 
2) 车 ff 和 fn > = ga 
3) 若 记 必 f 和 n>g 则 f= gy4.e, 


4) 若 fu3f 和 fn 中 9g 则 f= ga.e,。 


证 了 明 1) 是 显然 的 。2) 由 定理 5,1 及 1) 即 得 。3) 由 定理 
5$.5 发 2) 即 得 。4) 由 定理 5. 和 及 3) 可 得 . 定理 证 完 。 
由 定理 5.6 知 ， 涛 开 乎 处 处 相等 的 函数 不 加 区 别 ， 那么 
上 述 四 种 收敛 的 极限 是 唯一 的 。 

定理 5.7 设 { 六 上 为 可 测 实 函数 列 ， ft 有 ee 收敛 
(或 者 ae.ar, 收 租 、p 收 分 、m, 收 敏 ) 于 某 个 可 测 实 函 数 j 的 充 旨 
条 性 是 {fr} 基本 [a,e.2( 或 者 [9.4.2、[ 科 、[m.) 收 鳅 。 

证 明 先 证 ee, 收 全 .前 情形 。 必 要 性 由 数学 分 析 的 炎 知 
知识 立即 得 出 。 充 分 性 : 若 { 记 上 基本 Ce.e.] 收 敏 ， 那 双 存 
在 可 测 集 Byx(E) = 0 使 得 将 每 一 reE7 及 任 给 es>0, 存在 正 整 
数 交 (xse)， 当 NA 醛 有 - 


falx) ft Be {8.14) 
由 数学 分 析 知 ， 对 每 xeB7， lim fm(x) 存 在 且 为 实数 . 对 


每 一 86 瑟 。， 令 
IT3 全 


gm(x) =fm(X Xr tx}, m=12., 
则 { gm } 为 可 测 实 函数 列 。 令 f = 上 nm gm， 则 /为 可 测 实 区 


数 ， 有 是 当 xeE! 时 有 
f(x) = lim fm(x), | (5.15} 


在 (5,14) 中 令 m 一 co， 注意 (5。15) 式 我 们 有 

[fnCx) 一 ftx)l Ey 
故 记 2 

其次 证 明 4.un. 收 化 的 情形 ,必要 性 是 显然 的 ,充分 性: 设 

{fn} 基本 Ca.zn.] 收 化 ,类 似 于 定理 5.1 可 以 证 明 此 时 二 地 
亦 基 本 Ca,e.] 收 仑 。 从 而 存在 可 测 实 孙 数 f， 使 fr 二 2 功 
此 存在 可 测 集 互 ,pf 五 ) = 0, 使 对 每 一 xsE7 有 

7 futx} =f (x). 


由 {全} 基本 [Caur,J 政 化 ， 对 任意 给 定 的 e 汪 0 和 53>0, 存在 
可 测 集 F( 不 妨 设 CF), py (FP)<5、 及 正 整数 NN (2,5) ， 当 nt 
之 六 ,吉之 型 不 等 下 

a(x) -fm(x)| < 
对 所 有 x4E“ 均 成 立 ， 上 式 中 令 m->eo 得 
|fa{x) 一 Tc [es 


a Ht 


因此 太一 ->F。 
再 次 证 明 & 收 敛 的 情 说 。 必 要 竹内 下 式 
t#7 


{fxs fatx) ~ fn) ee} {x f(x) ~ Hx) 1 
SYU {rfm(x) -f(x) | } 


即 得 。 充 分 福 ， 设 {fo} 甘 本 [人 收复， 由 定理 5,.5 知 ， 存 在 
{fo} 的 子 列 { 拓 } ,使 {有 ,} 基本 Ca,un, I 收 全 ,由 


已 证 的 ez。 政 襄 的 情形 知 ， 存在 可 浏 实 丽 数 f， 使 fo 


f(h->o0)， 由 定理 5.2 知 有， 一 >f(>o0) 。 设 e 是 任 给 正 数 ， 
考虑 下 趟 
{x lox) — Hx) ed {x fa(x) -fo (x)! > } 


VU {xs fg(x) -f(r) > 


之 测度 可 小 于 任意 给 定 正 数 ， 再 由 有 ,一 >f，. 上 式 有 方 第 二 
项 之 测 魔 ， 兴 必 足 够 大 时 亦 可 小 于 任 给 正 数 ， 这 便 证 明了 


Ea 
fn—*f, 

最 后 平均 收 合 的 情形 是 本 剖 3 [空间 完备 福 的 特殊 和 
形 ， 这 里 我 们 不 再 证 明 。 定 理 证 完 。 

注册 定理 5.7 的 证 了 明 中 可 知 :， 沙 { 如 为 实 蓝 数列 ， 
{ 甸 上 ese. 收 敏 (或 者 ax。 收 竹 ) 于 某 个 实 函 数 j 的 充 要 条 件 
是 { 加 上 基本 Cave.J( 或 者 [asxn,]) 收 伍 ， 

最 后 ， 我 们 将 上 述 四 种 收敛 推 广 到 几乎 处 处 有 限 广义 实 
曾 数 类 上 ， 
1$8 


设 f 磋 了 为 suc. 有 限 广 义 实 国 数 序 列 ， 全 e. 哨 眼 广 党 
实 艾 数 ， 如 果 存 在 可 训 集 已 ， 使 以 三 ) = 0， 


limfo(x} = f(x), NxeE!, 
He 


则 称 { fa } 几乎 处 处 收 伍 子 f， 记 作 fn 二 Sf 。 
如 果 对 任意 给 定 的 8>0， 存 在 Fe$, pg(F) <<3 (不 妨 设 


CU {x fl = + oo {xr: f(A) = +00)cF) .使 


{ fn } 在 F'. 上 一 吾 收 化 于 1 a 出 称 fn } 几 平 一 救 收 襄 于 f， 


记 作 扣 一 
设 扯 用 了 为 a,e _ 有限 可 测 函 数 序列 ， f{ 为 ce. 有 限 可 调 
函数 ， 著 存在 可 测 实 函 数 序列 { ga } 和 可 测 实 函数 9 能 


fn= gnst, es n=125. f=g te, 


£ 4 
日 ga 一 >g; 则 称 { 7a } 依 测度 收敛 于 声 记 作 六 一 sf。 
车 上 述 {gn } 和 8 满足 ga 一 9g, 则 称 { 思 } 平均 收 伍 于 


记 记 作 及 一 >f. 

对 于 4a.e, 有 了 有限 可 测 函 数 询 { fn} 基本 [a.e.]{ 或 Ca,un,]， 
If) 收 叙 可 类 似 地 定义 。 | 

引 理 5.4 1) 设 f 为 a,e, 有 限 可 测 函 数 ， 则 存在 可 测 实 涌 
数 g 使 f=g a.e. 

2) 设 {fa} 和 1{ gn} 为 4.6. 有 限 广 义 实 函数 列 ， 1 和 g 为 

,有 限 广义 实话 数 且 

f= gase. 和 及 =gasdoe。1=1 2 pw 
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则 " lim fa TILA .或 [9， tl。 D> Ji gta. e 2 


{ 或 Ce。ar]) 。 
3) 设 {fr} 和 {guj 为 .ec, 有 限 可 测 函 数列 ,f 和 9g 为 2.e。 
有 限 可 测 疡 数量 


, f= 9 9 ei 和 fn 一 ; ;aes n= 1 2 
出 le fe (Rn. D> lim gn = Ci (km. ]), 


“ff xe { x (x) oo i 
0 xe{xs ix) =+o0},. 


因 {x [f(x 3 0:} 5, 故 9 为 可 测 实 函数 上 且 1 sd,e 
2) 的 证 明 是 鳞 然 的 。 : 2 
3) 对 于 下 均 收 襄 的 情形 ， 由 等 式 


[1 Fiano -gt ap, 


立即 得 出 引 还 的 结论 ， 往 证 依 测 度 履 伊 鬼 情形 ， 
落 记 三 户 那 么 存在 可 测 实 函数 列 {7w } 灵 可 测 实 本 吉 ， 使 
fs ns A ee : 1,2,. “ 和 f= 9’ ee “Ce (5, 16) 


上 fr' 一 一 .由 假 设 及 (5.16) 臣 得 。 z 
四 fr = gus de, n=1;2,. “和 ff ge 
六 而 六 同 于 可 省 若 加 9 则 fo 引 理 证 完 ， ， 


利用 引 吾 5.4， 我 们 可 以 将 定理 5,1 一 5， ,7 推广 到 几乎 处 
3 


处 有 限 的 广义 实 函 数 类 上 .作为 例子 ,我 们 仅 讨 论 定 理 5.1， 
5.2 及 5.7 的 推广 。 站 1 
定理 5,1” 设 f/s} 和 1 分别 为 c.e. 有 限 的 广 愉 实 函 数列 


及 4a.‘. 有 限 的 广义 裤 丽 数 ， 又 和 一 一 f 册 js， 
证 明 类 似 二 引导 5.4 才 的 证 明 ， 可 作 实 本 癌 列 1 gn 


fn = gr 人 二 1 f=g A » 


GM DD , Cu HE 中 | 
若 fs 一 f 那么 由 引 理 5.4 2) 知 gs 一 *g， 根据 定理 5.1， 


gn 一 gy 条 利用 引 理 8,4 2) 得 ff, 定理 让 完 。 
定理 5.2 设 {有 上 和; 分别 为 c,e, 有 限 的 可 测 函 数 列 和 


ea.e. 有 限 的 可 调 函 数 。 又 各 >f 则 fn 一 > 


证 明 若 扩 出 引 理 5.4 1) 知 ， 相 在 可 测 实 函数 更 
{ gn } 和 可 测 训 函数 ,使 
f= 0 oe. n=12,. 和 f=g HE, 


再 根据 引 理 5.4 2), gg 由 定理 5.2 得 gs 一 gs 再 利用 


引 理 5.4 3) 得 有 一 >f. 定 理 证 完 。 
定理 5.7′ 没 {4) 为 4.6. 有 限 可 测 函 数列 ，{ 用 ae， 
收 仑 (或 a.t, 收 化 或 4 政 敏 或 %, 收 化 ) 于 某 个 可 测 实 函数 的 充 
朗 条 件 是 所 } 基本 Cae, 了 ( 误 Cq.ai. 5 或 [0 或 Cwm.) 收 敏 。 
证 明 ” 仅 就 依 测度 收敛 的 充分 性 亲征 明 ， 其 余 可 类 似 证 
胡 。 设 ! 不 基 本 fr3 履 伍 。 由 引 理 5.4 1 存在 可 测 实 国 数 
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到 {gr} 使 


fn = ns de, N= 1 2 


类 位 于 引 理 5,.4 3 的 征明， 可 以 证 明 gr 上 基本 fo 有 卜 伍 ， 


由 定理 5.7 存 在 可 测 实 请 数 户 莱 gr 一 > 六 再 由 引 理 5.4 3) 得 


& 
一 字 f 定 理 证 完 。 


$2 次数 空间 Lp 


靳 雹 特别 声明 ， 本 季 路 字 侠 得 指 大 于 或 等 于 1 的 一 个 
设 1 是 (X,Sy4) 虐 的 可 测 攻 数 匡 满足 | 用 ?dk 之 上 09, 风 称 
1 是 一 个 次 可 积 哆 数 , 爹 体 ? 次 可 积 耳 数 记 作 L 上 Lp 或 Lp{X ,$x) 
当 志 =T 叶 ， 采 用 记号 开 = 工 ;= 工人 90) 出 定理 4.3 知 ， 著 
je 上 psy 则 f a.c. 有 限 ， 由 引 理 5.4 切 知 存在 可 调 实 国 数 9g， 使 
f=g a.c. ,根据 引 理 4.4， 我 们 有 flPdn = 1ig|Pdg. 故 雍 今 
后 车 feLp, 我 们 不 妨 设 /是 可 测 实 函数 。 
在 Lp 中 我 们 定义 加 法 和 数 冬 如 下 : 
(f+ ON) = (x) + ox), xeX, 
(af) (x) = af (x) XEX, 


并 定义 
filp = #1 ?a (5,17) 
在 Lp 中 车 将 几乎 外 外 相等 的 亢 煌 置 作 相 等 ， 我 们 将 证 明 它 
是 线性 空间 ， 并 在 (5,.17) 式 所 决定 的 范 数 下 是 完备 线性 同 范 
空间 。 
定理 5.8 设 feLps geLps of,ft geLpy 其 中 为 实数 。 
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证 明 ” 末 of 是 可 测 函 数 ， 故 从 等 式 
上 erae= le 人 aa 


知 gfeLp. 设 4a, 是 实数 ， 从 熟知 的 不 等 式 
(lal + |b' Paar( lal? + 1b?) ,pb 
得 出 
Ni rolad<27 1 art figl?dn), 
故 / + geLp, 定 理 证 完 。 
册 定 理 5.8 可 知 工 p 裤 成 线性 空间 。 为 证 (5。17) 式 确定 Fm 
上 的 一 个 范 数 ， 需 完 证 两 个 著名 的 不 等 式 ， 
引 理 5.5 设 b,g 是 大 于 1 的 实数 并 且 志 ++ 记 =1s 效 么 对 
任意 宰 数 a 宇 0,8 宇 0; 忆 有 


a? B93 . 
= 一 . 
ap 十 3 (5.18) 


证 明 当 8 =0 时 ，{5.18) 式 如 然 成 立 ， 考虑 轴 数 族 
4 fpts aet0iso) 如 下 ; 
ja (0) -各 + 加 -px rtovoa 
暂 设 8 固定 ， 令 fe 的 导数 放 p(x) = x?-1-8 等 于 0， 我们 得 到 


x = B77 ,但 当 x>>0 时 ,Jf*7p(x)= (一 x2:>0, 特 别 地 
六 (x1) 之 0。 因 f8 在 任意 有 限 区 间 C0,4) 上 为 连续 通 数 ， 故 
对 任意 4>> xiy fp 在 x, 的 值 是 它 在 [0,4] 上 的 最 小 值 ， 从 而 不 
难看 沁 fp 在 x 的 值 是 它 在 C0,+ oo) 的 最 小 全 ， 这 样 


了 43 


fr) a + 人 -a 四 xer0， +oo)、 
Br 2 1 4 | 
a fr) Be 有 -bgp 一 多 人 的 = 全 -全 =0， 
代入 上 式 得 
Br + 络 ， XEL 0,90), 


由 于 8 是 任意 的 ， 从 上 式 便 得 (5,18) 式 ， 引 理 证 完 。 


:定理 5， 9 设 feLp, geba, 其 中 p>1， Ft 1 Ea - 那么 
fgeF 且 


aa (5.19) 
这 星 由 p =PwTIFTage ,lola=3Tola 
证明。 车 f 与 9 中 有 一 个 几乎 处 处 等 于 0 ， 则 定理 显然 成 
立 。 现 设 1 | 

lflip> 0, lglle> 0, 
的 造 国 数 ,更 如 下 ; 

FX) _ gx) 
?7) = hs = ols 


下 理 5.5 中 令 & 2 1g(x)| ,B=18(x)] 得 
oO00! < Te ,5.20) 


省 此 竺 出 wyez， 从 而 fgeL， 又 入 
els = 1 jple=1 


工 4 


- 族 将 (5-20) 了 式 积分 后 得 | A 
fieslar < < 二 Ee 
从 而 得 出 不 等 式 
Nalae Wie lei :| 
定理 证 完 。 | 


不 等 式 (5.19) 通 常 被 称 为 Holder 不 等 式 ， .在 作 = 2 时 
称 Sch warz 不 等 式 谍 3yHXKOBeKGH 不 等 式 。 入 
定理 5.10 设 p>1，feLp，geLp， 那 末 /十 geLp 且 


f+ gio Iflp + lollp, (5.21) 
证 明 .由 定理 5,8 知 f+.geLp, 当 p=1 时 (8% 2 式 是 显然 
的 。 现 设 六 > 1, 对 于 f，geLp 有 


{lf+ gl?ar = ifr our glee | 


<Jifllf+ ofe d+ Jlgllf+ gia, 


将 Helder 不 等 式 应 用 于 上 式 最 后 两 个 积分 ,并 注意 a = 地- 


册 寡 


glass 全 ee 人 role 人 9 
0 计 , 届 (rol240 除 上 或 妈 每 65.40: 和 + 


.91i?adg=0 时 (5,21) 式 显然 成 立 )。 定理 证 完 . 
不 等 式 (5.21) 通 常 称 Minkowsk 不 等 起 


和 
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推论 ”在 忆 p 中 若 将 几乎 处 处 相等 的 函数 看 作 相等 ， 若 
对 每 一 feLps 令 fip = 了 TTFE7dw ， 则 和 ip 为 Lp 上 的 范 数 ， 

证 明 出 定理 4.4 知 、f =0,64.e,< 寺 仿 | 刑 p=0. 又 由 定理 
4&.7 对 任意 实数 我 们 有 


(lefl ?du = lel? {lil?ar, 


AN fa! | 和 ps。 凿 后 由 定理 5。 10 即 知 |1la 孝 工 p 上 欧 范 


设 fneLps 2 和 落 


lim lf ~flp=0 
Hm 


则 称 { f ) 3 次 平均 收效 于 六， 简 记 作 名 二 >f。 当 乡 =1 时， 


fw sf 即 为 上 节 定 义 的 平 雹 收 效 ， 洲 
lim | fon 六 二 人 


型 -一 wo 


婴 称 { 如 上 基本 Cmp] 收 钱 。 


1 

定理 5.11 车 fr 一 >f 则 操 一 >f; 车 {名 } 革 术 Cmp] 收 
煞 ， 则 {fn 上 基本 fi 有 收 化 。 

证 明 ”与 定理 5.3 丰 似 ， 谱 读者 自行 完成 。 

下 一 定理 说 明 Lp 在 以 (5,17) 式 所 确定 的 : 范 数 下 是 是 宛 宛 备 
线性 赋 范 空间 ( 即 已 拿 赫 空间 )， 

定理 5,12 设 帮 epstb21) 2 = 1,2 fn }$ 次 平均 收 全 
千 某 个 feLp 的 充 齐 条 件 为 {fn } 芒 本 CmsJ 收 线 ， 
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证 明 ” 必 村 性; 党 一, 由 定理 5.10 我 们 有 
Hf — frallp<lfs ~ Flip + lf ~ fllp 
套 lim 有 fs 一 fmilp=9: 即 { fr} 基本 Cmp23 收 襄 、 
mm 
充分 性 ， 其 { 有} 基本 Cmp] 收 人 鳅 ， 册 定理 5.11 和 定 奸 
5.5 知 ， 存 在 { 加 的 子 序列 { } 基本 faemm,] 收 化 从 而 


存在 可 测 实 本 数 f 使 有 ,一 >f(h-*o0), 同 定 自然 数 i, 我 们 有 


lim | 六， -fa [= —flP,a,e,, 
根据 定理 4.11{ 法 都 定理 ) 得 
Nf frdaca lis, ~ fagl ?dn. (5.22) 


设 <>>0 是 任 给 定之 实数 * 因 { fn} 基本 tm 由 收 证 , 故 存 在 听 使 
当 ? 宇 局 ,二 名 有 
fn; ~ fapls < 
总 雁 (5.22) 得 
| Tu 一 fp < 
内 而 ~JsLp;, 查 又 因 fn,eLp, 所 以 JeLb, 最 后 由 定理 5。.10 


1 


fs- flip<lfs ~ fn, bet fn =- 州 r， 


mp 
知 加 一 >f, 定 理 证 完 ，。 
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定理 5.13 车 以 ) 大 二 < 及 1 宝 加 拉 < 那么 
1 )feLp feL p, ， 
mp, ” mip, 


2)f— If Sf 
证 明 1) 和 2) 的 证 明 是 类 似 的 ， 仅 证 明 2) ,在 Holder 不 
全 中 将 1 软 以 | 有 -和 9 换届 1， 并 全 8 如 机 2 ， 


ph Dhidn) i 四 


pL :po 
由 上 式 订 知 ， 若 一 富 了 则 所- 一 > 了 ,定理 证 完 ， 
定理 5.14 设 p 守 1,feLy， 则 存在 简单 函数 列 { 各 }， 人 使 


knEL psh = 1,2," hf, 匣 更 说， 那 人 有， R= 132, 
~… 六 非 负 ， 直 有 
-证明 因为 可 名 函数 ， 放 户 和 广 为 非 负 可 测 和 
定理 3。 6 存在 非 负 简 单 函 数列 { 和 fen 使 户 全 六， 
n+ 。 


fe gn 
邢 么 {5 } 为 简单 函数 列 且 十 刀 上 寻 由 收 雍 于 f， 又 
[sl fst gn/ +/- = |f}, (5.23) 


全 feLp 玻 {hm } 为 Ls 中 的 简单 沙 数 列 ， 从 |] 所 ~ 了 ?2x0 及 
(5,.23), 根据 控制 收敛 定理 得 


lin (lhl 2dn =0, 
NH—p no, 


148 


Hp . | . 
亦 即 刀 一 s1。 若 罩 设 1 非 负 ， 屠 么 三 他,H4= 和 ， 从 而 语 非 
负 k= 1 2,… 由 和 4 。 定 理 证 完 。 


一 致 可 积 性 。 


在 本 节 中 我 们 丰 设 (XyS ,上 为 有 限 测度 空间 。 fl 
2 = 1 3,… 如 果 对 任 给 > 0， 存 在 人 0 使 


[| 广 j ea<e， 上 风 R= 1 
{xlin(x)l>a} 
则 称 《 广 上 一 致 可 积 。 如 果 对 任 给 se> 0 存在 6>0， 浊 FEeS, 
xK(E) <8 有 | i 
-| Hal dpe a isa 
则 称 jn? 一 至 绝对 连续。 如 归 sup J ld < ts 网 称 


# 加 分 一 致 有 不。 
定理 5.15 设 jeE aa= ty 2 … 风 了 思 )_ 冯 全 积 的 充分 
必要 条 件 为 { fn} 一 致 绝对 连续 及 积分 一 玛 有 界 .… 
证 明 … 必要 性 ， 设 fr} 一致 可 积 ， 著 未 对 任 给 s 守 0, 存 
在 各 >0 使 -. 


fndp< n= 1 2 
> 
令 6= 闷 材 未 对 任意 Be$ 且 (BE)<8， 我 们 有 


fap=) las 
EN 《2 和 (二 帮 } 
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十 | fnl de 
EN {x: f(x)| =A} 


< 到 + Ru(E)< -8 3 + 


对 一 切 自然 数 x 成 立 ， 因 此 js 一 至 绝对 连续 . 
义 四 
人 less lw 
{xs|fn(x) | } 
+) plan <er hn(X). 
{x fnCx) {<} 
对 一 切 自然 数 1 成 立 ， 因 此 {fn 上 积分 一 致 肥 界 ， 
充分 性 ;车 { 所 一致 绝对 连 巡 玉 积分 一 黎 有 失 。 那 各 
对 任 给 上 >0， 存在 52>0， 当 Ees Hn( E)<6, 有 
| laa<e n= 1 2 (5.24) 
对 于 任意 0， 我 们 有 
ss 站 < 二 {. Fe 
a {xlf(x) | < 二 二 | 后。 


| [fl ds 二 sup [Frieas 


取 h>0 且 计 supj 1 dc6， 于 么 {x [1 >) 6 


由 (5.24) 式 得 
” [fn lip es 
xslfn(x)|>E} 


定理 5.16 设 { 声 } 为 可 测 函 数列 ， 若 存在 可 积 冰 数 
94， 使 对 一 切 自 然 数 4 及 Ee$ 均 有 


Jfaldns| lgldn 


则 世上 了 一 致 可 积 ，。 
证 骨 由 假设 知 


sup| flan <| lgldu< t+ co， 


故 { fa} 积分 一 狂言 界 。 由 不 定 积 分 的 统 对 连续 性， 对 任 
给 se>>0， 存 在 832>0， 当 BES 有 KB)< SS 有 
| lgldn<es 
认 和 而 由 假 设 得 
| aleap<| lglae<e = 12 
走 {fr 1 一 至 绝对 述 续 ， 由 定理 5,15，14 3 了 一致 可 积 , 定 理 
证 完 。 
推论 设 {} 是 可 测 庙 沼 列 ， 若 奏 在 可 积 函 数 g 使 
lfrl<y dc 几 1 一 132 


则 {fn 一 阁 可 积 。 

证 明 由 定理 5.16 立 即 得 出 。 

定理 5.17 设 { 久 上 为 可 测 画 数列 ， 著 存在 尹 >>1 使 
supi | 有 +ee， 则 { 丰 一 臻 可 积 。 
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证 明 邻 o= sp 了 ij 加 ad， 对 每 一 自然 数 &， 我 们 有 


ppleans | fledn 
{ Xs | fn(x) | = } { x; fn{x)| > 下 } 


< 人 lI? dpsea, 


对 任 给 e2>0， 在 在 自然 数 R 使 EF- TS 从 而 
fal dpe ce 
和 . 


这 便 证 阴 了 { 万 了 一 致 可 积 。 定 理 证 完 。 四 
定理 5. 18 设 1neL,， 二 1,2， sf 为 一 几乎 处 处 于 限 人 可 


测 函 数 ， 则 fn 一 >f 的 充 要 条 件 为 { fu} 一 致 可 积 且 加 一 -人 
证 明 不 芒 设 各。 n=1,2,… :和 f 均 为 可 测 实 函数 ， 必 


可 性 ; 若 ff， 由 定理 5. 2 我 们 有 ff 往 证 { fan} 一 彼 
可 积 。 显 然 对 每 一 eS， 我 们 有 


a {far {Ma Gi 


由 fn 一 *f 知 ， 对 任 给 6>0; 存在 自然 数 N， "> 有 


fi (06.26) 


因 f ff 为 可 积 鸭 数 ， 琢 存在 6>0， 当 eS 目 p(Bj 0 
帮 ho 
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人 | 如 | Grey W129,. | (5.27) 

| fl dp < 2) 
由 {5,.25) 一 (5.28) 式 ， 对 一 色目 然 数 ESH 4(E) <S, 
均 有 有 

| | dn, 
这 便 汪 明了 { 如) 一致 绝对 连续 , 此 外 由 (5.25) 式 及 刻 ，… 
三 的 可 积 性 知 【看 和 分 一 狭 行 入 ， 根据 定 型 5.18y. 


{ fn 了 一 数 可 积 ， . 
充分 性 。 设 1 fn} 一 致 可 积 ， 由 定理 8， 151 太一 致 绝对 


途 续 及 积分 一 致 有 界 。 又 因 刀 -一 * 记 由 定理 5.5 存 在 4 如 } 的 
子 序列 { 名， 了 使 fp 一 一 KPA->co)， 由 法 痢 定 理 我 们 有 


Nan= | lim, Hrd dn tim fog dn 
suy fim de 证 cei 


故 f 可 积 ， 南 二 为 } _ 致 扳 对 连续 及 上 可 积 ， 对 全 给 a 这 0， 
存在 6>0， 当 EeS 有 Kk(E)<<8 均 有 


1 pl dp za=1i2iy (29 
本 1 dpe. 0 
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此 
国 态 ~ 一 思 故 存在 役 然 数 凡 ， 当 > 六 时 ， 有 
ua{xs lftx) — fn(x)| =e } 一 5， 
从 而 由 (5.29) 和 {5,30) 得 
[fri dre, 
{Xs |f (x) =fntx)| 之 e} 


| ag <eé, 
{xs FX) ~ fratx)) > 
从 而 
-fn | 上- 六 ea + 
zs) 一 有 人 | < 


十 If- 外 
{ xs (x) — Tn(*) ey 


con(x) 4| la + 
{x jx) f(r) | } 


+ lfnl dn 
{ x]f(x) -f(tx) le} 
Ten(X) te tere(u(X) +2), 
这 便 证 明了 有 一 >f. 定 理 证 完 ， 
定理 5.187 设 力 之 1 fneLps 下 2 为 一 开平 处 
mi 
处 有 限 可 测 函 数 ， 则 所 一 >/ 的 充 要 条 件 为 { |fsj?} 一 致 可 
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积 且 六- 一 
证 明 只 须 在 定理 8,18 的 证 明 中 ， 用 |f1? 代 兰 ]f|， 并 


县 用 不 等 式 
If +g ?<2n(|fl?+ lol?) 
代替 三 角 不 等 式 11+ gl 之 | 及 + 191 即 可 。 定理 证 完 。 


习 题 
@D 设 (Xs Ss) = (ro + oo), C0 +o0) NB DD), = 
1 ,= 1 证 明 t 如 ) 致 收 级 于 0， 1 fn} 


不 平均 收 和 化 于 0。 

回 设 (X30) = (C50,10, 00， 1271B6， L), fn= x 3 
n=132,', F(x) -1 0SxE1, 

1 X= 1 3, 

证 明志 +49,un, 以 雍 于 但 有 不一致 收 证 于 ff， 

加 设 荆 坟 》 基 本 [CaesJ (taun,j,CpD,[Cp2 收 合 ， 又 存在 
{fn } 的 子 序 到 { fn em 三 fa, es 《Te sn. 7, EN]s 
Cmpy)， 证 明 和 

Bmfu -fre, es(La tn Cals Cmp)), 


四 设 { 用 } 为 可 测 实 函数 列 ， /为 可 说 实 国 数 ,， 证 明和 


此 

一 +f 寺 这 性 2 给 ?人 0，* 仓 在 自然数 六 当 Mal tn ln- 

fx) l=e } )<<e， , 
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加 证 明太 一/ 的 充 要 条 件 为 。 + 有 } 的 任意 子 序 列 都 有 
于 序列 依 测 度 收 售 于 六 


此 
更 设 &E < +co， 则 庙 一 > 的 充 要 条 件 为 ，{ fr} 的 
任何 子 序列 都 含有 a.e. 收 人 证 于 f 的 子 序列 . 


[i 上 t 

加 车 抽 一 Jj，gn 一 9g， 证 朋 
pn . 

i) [fn|—>|f|, 
He 

和 afs 一 一 af; 其 中 a 为 实数 ， 


起 
iii) f+ gn—*f + gs 


iv) 第 设 4(X) < + o0,9 是 RR 上 的 连续 油 数 ， 那 公 


和 
Pp{fs gn)—>pif, 9), 
国 阁 存在 en10; 使 级 数 


nl {xs lax) fx) | es }) + 00, 


HH, 
证 明和 一 ~*?f， 并 用 此 结果 证 明定 理 5.51i)， 
好 ee。 
坊 设 思 一 一目 存 在 可 积 国 数 g9， 使 | 负 | 委 8 ese。 fi=1y 
全 到 天 
2 则 太一 一 f, 


好 ee。 
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让 8) 二 ooy 
i) 存 去 可 怠 画 数 9, 使 | 户 | 守 graoe。 入 三 1,2, es 


直接 证 明 所 一 ;f( 不 用 定理 5.4 及 定理 5,2)。 


八 设 {fr} 为 可 积 函 数列 。f 可 积 ， 证明 fn 一 >f 的 充 要 
条 件 为 ， 当 ma->co 时 关于 已 cS 一 致 地 fanau->fafan， 


. . 人 . 
加 设 1{ fr } 为 非 负 可 积 沙 数列 ，f 可 积 ， 万 一 一 《 或 


只 
一 一 站 ,证明 
Jajpa = fae 
的 充 要 条 什 为 fi 一 ff 
人 @ 若 feLp; 上 日 ff —f| Pdp-0， WjeL op. 
人 @ 着 h(X) = +oo，1 三 p<p1,fn 一 /能 否 推出 一 f， 
考察 例子 (Xs Ss4) = (C0, + 00),[0, +oo) NB,L), 


加 = -tcoms 各 二 站 2 = 0。 


mp 
@ fo—>f, KgeLas bb>l, 证 明 


frg—>fg. 
鸭 设 可 积 阔 数 列 { 5}，{ gn} 一致 绝 对 连续 {或 一 致 可 
积 )， 证 明 {如 + gn } 亦 一 致 绝对 连续 (或 一 致 可 积 )。 
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第 六 章 可 测 变 换 


&1 变 换 


本 节 我 们 研究 集 之 间 的 对 应 关系 ， 设 下 和 7 是 两 个 不 空 
集 ， 若 对 XX 中 的 每 一 个 元 案 了 ， 有 了 中 唯一 的 一 个 元 案 # 与 之 
对 应 ,那么 这 个 对 应 关系 就 称 为 了 到 了 的 一 个 变换 。 以 后 潜 不 
特别 声明 ， 我 们 用 一 个 字母 例如 / 闵 代 表 变 换 ， 而 记号 f(x ) 
则 表示 了 中 与 xeX 相 对 应 的 光 索 ， 并 把 f(x) 称 为 元 素 x 的 象 ， 
集 X 称 变换 1 的 定义 域 ， 了 中 一 切 形 如 f(x)，xeX 的 点 组 成 的 
集 称 } 的 值 城 。 由 此 可 见 变 搞 是 函数 概念 的 推广 。 例 如 状 通 
的 实 变 函 数 就 可 以 看 成 实数 空间 到 实数 空间 的 一 个 变换 。 又 
如 测度 空间 (XX,$;,x) 上 的 积分 就 可 以 看 成 可 积 函 数 集 到 广义 
实数 集 的 一 个 变换 。 X 到 了 的 一 个 变换 六 如 果 它 的 值 域 包含 在 
了 中 ， 则 称 f 为 X 到 Y 内 的 变换 ; 如 果 它 的 值 正 怡 好 等 于 了 了 ， 
则 称 f 为 了 刘 了 上 的 变 搁 。 集 X 到 Y 上 的 变换 |/， 若 满足 条 人 性: 
F(X1) = 天 2) 当 且 仅 当 xz = x。， 那 么 f 称 为 1 -1 变换 ， 设 i 是 集 
到 了 内 的 变换 ，A 二 卫 ， 那 么 集 

{f(x):xed} .:. | | 
称 为 集 4 的 象 ， 记 为 f{4)。 若 B 二 YY， 则 集 
{x:xeX ,f(x)eB} 
称 为 集 8 的 原 芝 。 并 记 为 三 !(B)， 
集 的 惊 具有 下 述 性 质 ; 
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定理 6,1 ” 设 /为 集 X 到 Y 内 的 变换 ，.4 4, 和 4 为 X 的 子 
集 ， 又 4iyteT 为 的 子 集 族 ， 则 ， 


) (8) =$ 四 
ii) 汗 4c4， 则 fC4DSFL4D。 
ai) TU 4) = fA, 

了 下 181 


ivy) f(N ANDE NE, 
eT 让 


v) FA (CA) EF ANA); 
Yi) (XCA SHX\A), 
特别 地 ， 当 # 汶 1- 1 变换 时 ， i 一 "中 的 包含， 号 区 成 
号 。 
证 明 i) 是 显然 的 。 i i 
ii 的 证 明 ， 设 yef (4.)， 则 存在 xc4， 全 fx) ys 
看 呈 A4,， 雁 XxeA,， 从 而 yef (A), . 
iii) 的 证 明 ， 对 每 一 feT， A VA 由 i 得 


HAN) TSFUY An, 从 而 时 
WAY i tp, 了 


另 一 方面 ， 若 yef( 41)， veeNay 93 到 而 
在 一 feT， 使 vef( 44)， 放 geUjC4D， 这 全 证 明了 i 


f(Y ADC UL 


综合 (6.1) 和 (6.2) 式 即 得 iii) 。 
iv) 的 证 明 ， 由 ii) 立 即 得 出 . 当 f 汶 1 一 1 变换 时， 着 ge 


f(41), 则 存在 xe 几 4 使 Kxz) = 9 区 而 yef( 4 ,这 就 是 说 
fC4D FN 4D .再 利 用 iv) 即 得 f(A40 -= ffC40， 


的 证 明 ， 设 yef{41)\f(4s)， 则 yef(4,)， 故 存在 xe 


4， 使 8 = 了 (x)， 又 因 yEf (4,) 放 xe4,， 因 而 xeA 汶 4,， 这 就 
是 说 yef (4i\42)， 由 此 得 证 7) . 当 / 是 1- 1 变换 时 ，*) 中 包 合 
号 变 为 等 号 是 显然 的 ， 最 后 在 v) 中 取 4 ~ 工 ，4:= 4 即 得 vi)。 
定理 证 完 ， 
 … 当 不 基 !1-~1 变 搞 时 ，iy) 一 vi 中 的 反 向 包 含 号 未 必 成 
立 . 例 如 为 实数 空间 R，Y = 5 -1，13， 变 换 上 为 尺 上 的 函 
数 sin Ty 取 A, = C0,22)， A, 一 [有 BT 那么 

FAY NN FCASY = C—1,17 
i/(4, 0 4) =$, 故 {(ANAD) EHAI NFA 

又 取 4 =[0;2*2， 4 2 二 【人 2 ， 那么 

f(AN\ (A) = $, 
而 (ANAs) =1( {2x}) = {0}, 下 J(4N4) 。 二 f(4, 入 
(4A)。 最 后 令 4=[50,27]， 那 公 

了 KIND =8, 
而 (XNA) =C5-1,1; 歼 HX)NH(A) HA), 
下 面 我 们 来 讨论 集 的 诛 像 的 福 质 。 
”定理 86.2 设 f 是 集 X 到 集 7 内 的 变换 ，B，B, 和 B, 为 了 的 
子 集 ， 叉 Bt，teT 为 了 中 的 子 集 族 ， 则 
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i) f°1(9) = 
ii ln 出 (BDC C8), 
iii) (NB) = Wf:(BD), 
iv) f+ (NB = NFB,), 
v) FH(BN\B)=1 1(B)N!(B,), 
vi) {1(Y\B) = XA(B), 
”证 明 让 和 让 ) 是 显然 的 。 由 二 ) 及 下 述 关 系 
xef -1(B)est xr)eB 
便 可 得 到 iii) 和 v)，vi) 是 Y) 的 特殊 情况 。 往 证 iv). 
、 设 xeNnf*(B1)， xef (B14)， 对 一 切 teT 9 故 比 Xe 玉生 f (x)e 
Bi， 对 一 切 4eT， 从 而 f(x)e fi Bs, 因而 有 xef 1( 1B2)， :这 恒 


证 明了 
NBD) SIH NBD). (6.2) 
Fel ji9T | 
另 一 上 方面。 由 和) 我 们 有 
fnN BD) SHB), 对 切 teT， 


因而 有 
(NB) NBD), 6.4) 


综合 (6,.3) 和 (6,.4) 式 便 得 iyY}。 定 理 证 完 ， 
设 匡 是 以 集 了 的 子 集 为 元 素 的 集 族 ， /是 全 “到 了 内 的 变 
换 ， 定 义 记 号 广 !(E) 的 意义 如 下 ， 
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FE)= {1"!(E), EeE}. 
并 称 它 为 集 族 E 的 原 象 。 由 定理 6.2 我 们 得 到 ， 若 E 为 了 内 的 
0 代数 ， 则 f 71(E) 为 区 内 的 0 代数 ， 换言之 ， 9 代数 的 有 原 人 浓 记 
是 co 代数， 
定理 6.3 设 / 是 集 开 到 集 了 内 的 变换 ， 王 是 以 了 的 子 集 为 
元 素 的 集 族 ， 则 


F-1(S(E))》 = SCFICE) )， (6.5) 
其 中 S(E) 为 由 E 产 生 的 Y 中 的 o 代 数 ，S(f"(E) ) 为 由 f"!(E) 
产生 的 了 X 中 的 o 代 数 ， 


证 明 ” 央 S(CE) 为 c 代 数 ， 改 太 民 SCE)) 区 为 5 伐 数 ， 但 
让 EE) CHS$(E))， 故 有 
及 次 寺 FS(E) )。 (6.6) 
= {Fk, Fe S(E), f° (FY eS(f” (EY)}, 
避 抽 定 二 6.2 涉 站 辐 为 0 人 但 EF, 故此 $(E) = 
又 按 『F 的 定义 得 广 区 FS 六 (CEE))， 故 此 得 
SE ) 王 SCf CE) )。 76.7) 
由 (6.6) 和 (68.7) 两 式 便 得 (6.5) 式 。 定理 证 完 。 
下 面 的 定理 给 出 了 集 的 象 及 原 象 的 一 些 关系 式 。 :， 
. :定理 6.4 设 j 是 集 X 到 集 ? 内 的 变换 ， ACE, BEY, 由 
ji 六 fd) 一 4， 当 是 1 一 变换 时 筹 号 成 立 ， 
ii) 天 六 区 ) CB, 当 f 是 X 到 Y 上 的 映 象 时 等 号 成 立 。 
f(A 己 B8 约 充 术 笨 件 是 41"1(B)。 
证明 i 和 ii) 最 然 ， 入 证 i 这 )。 洛 fA) 三 B， 由 定理 6， 32， 
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广 :4) JE 六 :3 再 由 起 4 广 :( 人 (4 ) ,从 而 A 站 1(B)， 
反之 车 4 呈 f"1(38)， 由 定理 6,2 得 f(A) Sf(f"1(B) )， 青 由 ii) 
f(f-1(B) ) 二 B， 从 而 f(A4) 叶 8B。 定理 证 完 。 

一 般 地 说 ， 定 理 6.4i) 和 ii) 中 的 包含 号 未 必 可 以 改 成 等 
号 。 例如 取 和 = 工 = 实数 空间 R，f 为 R 上 的 高 数 sin x , 取 4= 
COs2x]， 那 么 (4) =C-1517 ,而 1 (f(A4) ) = 故人 (4)) 
夺 妇 ， 又 取 B= 了 ， 那 么 f"1(B) = 羡 ， 而 ff 1(B)) = [5-1,1)， 
放大 六 !(B) ) 守 3， 

最 后 ， 我 们 再 介绍 两 个 与 实 扫 有 关 的 本 1 下 一 一 逆 变 换 和 
复合 变换 。 

- 设 f 是 X 到 了 上 的 1 一 1 变 撞 ， 对 每 ye 了 有 唯一 的 xeX;, 
使 Fx) =y， 则 定义 在 YY 上 由 下 式 

fi1(g) =x, yeY, 


确定 的 变 撞 六 ! 称 为 1 的 道 变 撞 。 道 变换 就 是 数 举 分 析 中 反 浮 
数 烽 念 的 推广 。 易 见 变换 及 其 道 变换 有 下 面 关系 式 
三 FE) = x, xe 3 
Ff 人 )=g, Hy < 了 
设 /是 集 X 到 梨 了 办 的 交换 。 是 集 了 到 集 Z 内 的 变换 屠 
么 由 下 式 
h(x) = g(f(x) )， xe xX, 四 
确定 的 内 大汉 内 的 变换 入 称 1 和 6 的 复合 变换 ， 并 记 作 
ha gof, | 
定理 6.5 设 / 为 染 玉 到 集 Y 内 的 变换 ，g 为 了 至 集 Z 内 的 变 
换 ， 又 = gef， 则 对 Zz 中 寿 一 子 集 C， 人 恒 宵 
下 三 区 和 CD Ye 
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证 明 从 下 列 关系 式 . 
rehi(C)eh(x) = g(f(x) }eC oflx) eg (0C) 
Sxef"'(g (Cc) ) 
即 得 。 定 理 证 完 。 


82 可 测 变 换 


设 (x,S) 和 (了 。U) 是 两 个 可 测 空 间 ,f 是 开 到 了 内 的 变换 ， 
如 果 对 每 <， 国有 1 Oe aie 


内 欧 可 测 变 搁 ， 由 可 测 变 换 的 定义 知 ， EX 
变换 ] 均 有 
TUJCS。 
这 就 是 说 ， 对 可 钢 变 换 来 说 ， 可 调集 的 厌 象 是 可 测 集 。 可 珊 
变换 是 可 测 函 数 概 念 的 推广 ,这 可 由 下 面 定理 6， 6 及 定理 6 67 
看 出 。 
定理 8.6 设 /是 可 测 空间 (X， $) 上 的 实 函数 。 则 f 是 (3， 
$) 上 的 可 测 实 孙 数 的 充 要 条 件 是 为 (X,$) 到 (RK,B) 内 的 可 
测 变 效 ， 洪 中 R 为 实数 空间 ，B 为 波 志 耳 集 族 , 
证 明 必要 性 ， 没 f 是 (X， $) 开 的 可 测 实 函数 ， 由 可 测 菌 
数 的 定义 ， 对 每 一 实数 < 恒 有 
人 人 一 co 一 《xf(zJ<e } eS. 
令 C =:{.(~ 0, 人 :0 为 实数 上 ， 由 (6.8) 式 得 
fF (C$.. 


根据 第 一 章 8 5 知 ， 吕 = $(C)，- 由 定理 6,3 得 
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广 B7T = 六 (SCC)) SF KC))CS， 
这 就 是 说 ， /是 (X;`$) 到 (R,B) 内 的 可 浏 变 换 . 
充分 性 ， 设 F 可 测 g 可 ， 又 设 。 为 任意 国定 实效 , 因 {-%， 
c)sB， 放 此 
{f(x) ey = 六 (一 ecoyc) } es, 
这 便 证 明了 充分 性 。 定 理 证 完 ， 

定理 6.6/ ” 设 f 是 可 测 室 间 ( 玉 ,$) 上 的 广义 实 函 数 ， 则 f 
是 ( 瑟 :$) 上 的 可 测 广 义 实 函 数 的 充 要 条 件 蚌 f 为 (X,S) 到 (Re 
B°) 内 的 可 测 变换 ， 其 中 R° 为 广义 实数 空间 ， B* 为 广义 波 震 
耳 集 族 。 

证 明 “ 由 第 一 章 85 知 ,人 "中 每 一 集 或 老 是 B 中 的 集 ， 或 
者 是 B 中 的 香 并 {Y+Yeo} 或 1 -co 或 1+eo，-oo， 国 
击 容易 看 出 ，f 是 (ZX,$) 到 (R*,B°) 内 的 可 测 变 换 的 充 颂 条件 
是 ! f"(B)CCS$ 及 J {+coyeS,f"'{ -oo}eSs， 利 用 定 
理 6.6 及 定理 3,1 推 论 立 即 得 出 定理 6,6:*。 定 理 证 完 ， 

: 定 还 $ ;于 ， 设 /是 可 测 空 间 ( 工 ;S$) 到 可 调 空 间 ( 了 ,出 ) 内 的 
可 测 变换 ，g 是 (了 ， 到 可 测 空 间 (2,Y) 内 的 可 测 变 绩 ， gef 
是 (区, 人) 到 {, 科 肉 移 可 测 变 换 。 

: 证 明 、. 出 定理 5. 5 及 g 的 可 测 性 得 


gp Fg YD) 
帮 gof 是 可 测 [ 于 TU ,VV 又 类 1 的 可 测 福 知 
六 KU)cS， 
故 gef 是 可 测 吕 列 . 定 理 证 完 。 


设 (Y,U) 是 一 个 可 测 空间 ，f 是 和 到 7 内 的 变 换 ，( 为 广 
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便 今 后 我 们 将 向 称 } 是 天 到 可 各 空间 { 荆 , 册 内 的 :变换 )。 XX 上 
使 为 可 测 于 探 四 最 小 (人 扳 是 拓 为 | (VU), ied "局 ) 到 可 
下 面 讨 沦 如 十 问题 ， 若是 X 到 可 测 空 间 (2， V) 内 的 变换 目 f La 
可 测 [FMKUJzVj， 试 问 是 否 存在 一 个 由 (ZU) 到 人 Z,V) 内 的 
可 测 变换 98， 使 8 = g" 妇 在 一 般 情 况 下 ， 这 样 的 9 不 一 定 存在 。 
例如 设 X， 了 和 zz 是 如 下 三 个 嵌 
vy = [Xsty } 9 
?=, {gy}r. | 


= { Zi }, EE 


又 U= {了 了 ,办 } ，V= {Zs 7 分别 是 Y 和 Z 中 的 0 代数 。 定义 
和 到 了 内 的 变换 f 妇 下 ， 
= 
又 定义 到 ?内 的 变换 4 如 下 
RX) = 2 CE) = Zs, : | 

那么 不 行 能 存在 9 使 ='go。 但 当 (2,V) = (Re， BON; 这 样 
的 g 沁 存在 :这 可 竹下 述 定 埋 看 出 。 

定理 8.8 设 f 是 集 到 可 铀 空间 x 了 ， 避 内 的 变换 ， 天 为 站 
上 的 广义 实 函数 且 可 测 呈 避 g3 ,85j， 那 未 存 在 {Z, 节 7 上 的 
可 测 函 数 g 使 得 关 = gof。 - 

证 明 ”先哲 设 1 是 可 测 空 Gles f- :4)) 上 的 和 单 函数 


h(x) = Eap, (x) xeX 
其 中 {Bk} 是 (下 ,六 !(U)) 中 的 两 两 不 相交 的 可 测 入 并 且 山 
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本 开罗 每 一 Befr(U)， 放 Ba 大 GAGEUY hls 
"n。 不 妨 设 { Gk 上 两 两 不 相交 (车 G4 与 G1(& 志 j) 相交 ， 则 
其 交集 必 含 于 Tf(X)， 因而 将 G4 互 不 相交 化 局 ， 工 原 像 不 
会 变化 ，) 令 


9(y) = aie) yeY, : 


则 g 即 为 也 求 的 可 测 函 数 . 训 实 上 没 宙 是 X 中 的 住 一元 ， 网 
xo 必 专 王 皇 只 属于 某 一 : 一 确定 的 集 Bm， 因而 h(x6) = ms 号 一 


方面 因 xueEm 故 并 xo)eGms 这 和 样 g(fKxe) = gto fe)) = 


am=h(xo), 这 说 明 h = ge 故 定理 对 于 h 是 草 章 画 数 府 成 
ra 
现 设 h 是 可 测 函 数 , 取 ( 广 ， fi CD) 上 的 简章 到 tn 
使 对 每 一 xeX， 
lim h(x} = k(x), 


tio 


根据 上 -~ 自已 证 得 的 结 守 洒 ， 对 于 每 一 -从 单机 孝 jn， 民有 
U) 上 的 可 济 函 数 gn 使 gnef = 人 


lon) 兴 此 极限 洗 礁 时 
* -1 在 相反 的 铺 形 ，. 
划 g 是 (了 , 山 土 的 可 测 销 数 并 且 对 于 每 一 xeX， 有 

n(x) = limb) < lim gu/(2)) = gfe), 


#3 


屠 产 = 4° of, 定理 证 完 ， 
注 ， 秆 f 是 X 到 了 内 的 变换 ， 内定 理 #。 8 的 证 明知 ， 对 同一 
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#， 可 能 存在 (YY U) 上 的 不 同 可 测 函 数 g, 和 g 使 
go hyef i 
易 知 此 时 g, 和 g, 有 下 述 关 系 
Oy) = gC¥) HyeftX) 
由 此 可 见 ， 当 ;# 是 X 到 了 上 的 变换 时 ， 那 未 8 被 1 岂 唯 一 确定 。 
设 / 是 可 测 空间 (X,S) 到 可 测 空间 (了 ,U)》 内 的 可 测 变换 ， 


又 是 $ 上 的 测度 ， 利 用 gp 我们 可 以 在 VU 上 定 义 一 个 广 文 实 什 
集 函 数 y> 如 下 ， 
vB) = ug(f"1(E)), EeU; | | 1 

从 定理 6,2， 易 知 + 是 U 上 的 测度 ， 我 们 用 记号 好 -! 来 表示 这 
个 测度 ， 即 ?= 上 ， 并 把 它 称 为 由 可 调 变 换 了 所 引出 的 测 
度 。 

定理 6.9 设 / 是 测度 空间 (和 ,站 至 可 测 窗 闻 . (了 内 
的 一 个 可 调 变换 ， 又 9 是 (YU) 上 的 可 测 函 数 ， 则 

sj 可 =od (6.9) 

这 里 等 号 的 意义 是 ， 当 等 式 一 端的 积分 存在 时 ， 则 另 一 端的 
积分 也 存在 并 且 . 两 者 相等 . 

证 明 ” 先 注意 gof 是 可 济 BB9, 现 暂 设 9 是 (Y,U) 由 的 
可 测 集 E 的 特征 函数 ，g =Xxs，BeU ， 从 下 面 关系 式 


ef) 
g(tf(x)) =xa(f (x}) = ; 
{0 yxef"i(E). ， 
知 gof=%y-1 46a。 因而 | 
ea 六 = asd =9(E) = £081(E)) 
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ep = 人 At 


政 (6.9) 式 当 g 吓 特征 函数 时 是 成 立 的 。 不 蕉 证 明 当 g 是 非 负 
简单 函数 时 (8.9) 式 仍 成 立 ， 

现 设 g 是 非 负 可 测 函 数 ， 取 递增 的 非 负 简单 函数 列 
{ gn} 使 lim gn= 9g。 考虑 函数 gaof， 由 刚才 已 证 得 的 结果 


有 
frefde = [gnars (6.10) 
对 每 一 自然 数 r 成 立 ， 注 意 {gne* 介 是非 负 可 测 函 数列 县 gneft 
gef， 故 将 (6,10) 式 取 极 限 后 便 有 
| g°fdn= Jgas, 


故 定理 当 g 是 非 负 可 测 函 数 时 成 立 。 
现 讨论 一 般 情 形 。 假 设 8 是 (了 ,由 直 的 可 测 函数， 将 9 分 

解 为 它 的 正 部 分 和 负 部 分 之 差 ， 

g=g -9 
更 go = (3 和 + 上-《 go 站 -但 

(gef) x) = sup { gf CN) 0 = gCFCx)) 

= Cg of ) CX)3 

Cgofy-tx) = sup { ~ gfCx)) 0} =g -Gon)) . 

| = Cy of jCx)s 
故 比 Cge 们 + = gof (gof) = gof。 现 假设 (6， 9) 趟 中 前 一 
端的 积分 存在 ， 那 未 从 下 工 
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| gopan= fogopradn- [Cgoprdp. 
= gtofda- fg-ofdn 
二 Jardy 一 |era= [gar, : 
就 知道 定理 成 立 。 定理 证 完 。 
推论 ”沿用 定理 6.9 中 的 记号 ， 并 设 FeU 则 
. fi, gefdp = J 9d"! . i. 
这 里 等 号 的 意义 是 ， 当 等 式 一 端的 积分 存在 ， 则 另 一 端 积分 
也 存在 ， 并 且 两 者 相等 。 | 
证 明 对 沪 数 gxz 应 用 定理 6,9, .并 注意 ，. 
(CgXE) of = Cgo xy-1 tp) 


立即 得 到 推论 的 结论 ,: 推论 证 完 ， 


$3 ”随机 变数 的 分 布 函数 和 抵 


本 节 我 们 介绍 $2 在 概率 论 中 的 某 些 应 用 。 下 如 第 四 章 
$1 所 述 ， 可 测 空间 (XX,$) 上 的 测度 p 如 果 满 足 xCX) = 1， 则 
称 为 概率 测度 ,测度 空间 (X,$ ,4) 中 的 测度 k 若 是 概率 测度 ， 
则 称 为 概率 空间 。 设 (X,$ ,rp) 为 概率 空间 ， 定义 在 它 上 面 的 
可 测 实 函 数 称 为 随机 变数 ， 以 E 表 之 . 四 

若 5 为 概率 空间 (X,$,x) 革 的 随机 变数 ， 则 它 在 一 维 波 
雷 集 族 B 上 产生 一 个 概率 测度 y 如 村: . : 1 

7(CB) = 2CE -ICB))， 凡 BeB 
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rv 称 为 随机 变数 5 的 概率 分 布 。 对 每 一 实数 4 令 
FCOD=I(C -cc =p( {x Key XECx) LAY ), 


这 样 我 们 便 确 定 了 实数 空间 上 的 一 个 实 函 数 F， 称 为 随机 
变 沼 8 的 概率 分 布 吓 数 ， 简 称 分 布 洱 数 ，。 
引 理 6 .1 随机 变数 8 的 分 布 函 数 F 满 足下 述 性 质 ， 
iy FF 是 不 降 函 数 ， 即 7 本 则 PC4D 寺 PC42)。 
ii》 了 号 左 连 续 阮 数 , 
iiDDFC + oo) =1 和 FC-00) = 0; 其 MFP(+ 00) 了 s 


FC 0o0) = lim F(AY, 
4 一 -= 


证 明 轴 分 布 东 数 的 定居 及 测度 的 单调 性 立即 得 到 刘 。 
往 证 证)， 设 入 eR 是 加 14, 那 么 由 测度 的 下 连续 性 《定理 2,1 
6)) 得 | | 

FOC) =9((— 00 A) rr{(— 00,4)) = F(1), 
这 便 江 明了 FF 是 左 连 续 的 。 
往 证 iii) 由 启 度 的 下 连续 性 及 上 连续 性 得 
F{+o0)= jim Fen) = limv( 【一 se) =p(R)=1, 


F(- oo) = lim FP(-n) =limr((— oo, -7)) 


=v{$) =0, 
这 便 江 明了 ii , 引 理 证 完 。 
引 理 6.2 ”由 随机 变数 5 的 分 布 函 数 所 3 引 出 的 工 .$ .测度 
{未 完备 化 ) jz 等 于 8 的 概率 分 布 -， 即 对 每 一 BeB、 有 
Hr(B) =v(B), 
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证 明 由 引 理 6.1 知 ， 信和 汪 和 人 & 档 造 大 ,S ,测度 的 条 
件 ， 其 次 和 CE- 人- 4 大 攻守 数 上 于， 攻 避 为 xz 诬 这 
ReC, | 证 人 人 ， | 

ni((- 0 1 = 六 (和 =v((- = 办)，4 为 实数 

= 人 te 
由 je 和 ?在 x 族 C 上 相等 ,根据 定理 2,3， 它 们 症 B = SC(C) 上 亦 
相等 。 引 开征 完 。 

定理 6.10 设 # 是 罕 率 空间 ( 针 ,$ ,4) 上 的 随和 机 变数 ， 又 g 

是 (R,B) 上 的 可 测 丽 数 ， 开 是 8 的 分 布丁 数 ， 则 . 


[gesdp = = gis (6.11) 


这 时 等 号 的 意义 是 ， 当 等 式 一 端的 积分 存在 时 ， 则 另 一 端 也 
大 在 吾 两 做 灿 等， 等 式 右 方 的 积分 是 g 在 测度 空间 (2,B ,xn;) 
上 的 工 -3 和 分， 向 咽 为 王 引 由 的 ,3 测度 ， 

证 明 由 定 狸 6.6 务 丰 为 (和 ,3 二 到 ( 全 ,日 ) 内 的 可 测 变 换 。 
出 定理 ,9， 我 们 有 


{gosdn={ om 
总 a 


寺中 iv 电 5 的 和 构 率 分 布 ， 用 ;再 6.2 知 ,+ 等 于 5 的 分 布 前 数 F 所 
引出 的 5.5. 测 座 ( 术 完备 化 )ws， 波 


om 
| gErin = | adpe=| git a 


定理 证 完 。 
定理 6.10 说 明了 goE 在 (S$,n) 上 的 (抽象 } 积分 可 以 化 
成 9 在 实数 空间 卫 工 的 IL-$ 积 分 ，9 在 测度 定 间 (8,B,xr) 上 
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rtm 二 上 
的 [3 各 分 | our 在 往 案 论 山 通 党 记 为 | 0P 。 


设 5 为 概 府 室 间 ($8) 上 的 了 机 并 烙 ，。， 若 E 可 积 ， 则 科 
a 的 数学 “期望 存 在， 并 定义 佳 员 为 5 的 数学 期 望 ， 记 为 (5)， 
田 定 理 6,10 我 们 有 


E(8) = [gas= | aa7 (0) ， 
其 由 了 为 8 和 分布 通 数 ， 根据 定 理 4,.9 我 们 立 到 得 注 . 
1) 送 随 机 变数 8 的 数学 期 望 存在 ， 划 a&# + 8 的 数学 斯 望 
亦 窒 在 《其 中 a,b 为 任意 实数 ) 下 
Llasth=aob(ty+h 
2) 车 &,1 为 同一 概率 空间 上 的 随 宙 次 数 ， 生 B(E) 及 E(n) 
存在 ， 则 # + 1 的 数学 期 望 永 存在 尼 
E(E+H) = ES) + E(n), 
设 随 机 变数 的 分 布 酌 数 为 P，R 是 正 整 数 ， 若 王 (E5) 存 
在 ， 则 我 们 说 二 的 R 阶 矩 存在 ， 芭 as 家 立 。 册 定理 6.10 有 有 


+ 
=| HsdF (A), 


自 定 于 8 ,13， 洪 qx 看 在 而 j 沪 二 于 8 的 一 个 正 整 数 ， 则 aj 亦 奏 
让 。 至 于 零 阶 簿 ao， 我 们 认为 它 永 远 存 在 日 等 于 1， 注意 


不 5 的 数学 期 望 、 
当 & 的 & 队 和 在 在 时， 我 们 定义 二 的 & 阶 中心 佐 记 如 下 


名 (人 -有 = | 4- )iAp() 
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Hz = Ha el 
我 们 称 k 为 5 的 方差 ， 以 符号 D05) 有 之 。 方差 的 平方 根 常用 
字母 0 来 表示 ， 由 方差 的 定义 节 可 和 指出， 车 8 的 方差 为 0*?， 则 
a6 十 了 的 方差 为 a*o*(4,5 为 任意 实数 )， 
上 而 我 们 讨论 了 一 维 随 机 变数 的 芝 些 结果 ， 下 面 我 们 将 
这 些 结果 推广 到 4 个 随 标 变数 的 情形 ， 
定理 6.11 设 二 ,5 为 概率 空间 (和 ,SS 人 工 的 随机 
变数 ， 作 XX 到 + 维 实数 空间 R? 内 的 变换 56 如下; 
E(x) = (E(x) ,Es(x) st Entx)), XE (6.13) 
则 # 为 ( 宝 ,3) 到 (CR?,B 内 扫 可 测 挛 挤 ， 
证 明令 CG 代表 R* 上 全 体形 如 
{ (Xsxay rs Xn): FA A} 
的 集 所 组 成 的 集 族 ， 其 中 (1,4;,… ,hn)eR", 由 等 式 
{x: xeX, Er 二 和 < + < 


= {x: xeK, Ep{tx) < AL} 


慷 &E1:62s…s 攻 6 的 可 测 性 知 


EC)SS， 
从 而 

SG (Cs, {6.14) 
内 第 一 章 §5 知 B*=$(C)， 再 由 定理 6,3， 我 们 右 

ET BD) = SC)) = $8 CC)), (6.15) 
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综合 (6.14) 和 (6,15)， 立 即 得 到 "1(B") C$ ,这 便 证 明了 上 
沁 (K,$) 到 (CR,B") 内 的 可 测 谈 挽 。 定理 证 完 ， _ 

推论 设 后 : sr 为 加 府 空间 (XS ,A 上 的 随 机 变 
数 ， 又 8 为 (RsB9 上 的 可 测 通 数 ， 作 元 上 的 广义 实 函 数 h 如 
Fs 

hr) = g(lE, Cx) E(xX) EX AEX 
了 为 ($s) 下 的 可 测 函 数 . 

证 明 ”由 定 更 6.11 知 ,(6.13) 浙 确定 的 5 是 (X,$) 至 (R”， 
虽 站 内 的 可 测 变 挽 ， 从 #8 和 5 的 定义 不 难看 出 = go ， 放 由 定 
理 6,7 知 上 为 (五 ,S31) 上 的 可 测 函 数 ， 推 论证 完 ， 

流 5 En 为 概率 空间 (这 ,$A) 上 的 随机 变数 ， 由 
(6.13) 确 定 的 可 测 变 换 # 称 为 * 维 柄 机 向 量 。， 它 在 4 维 流 雷 集 
族 吕 "上 产生 一 个 概率 测度 "和 如下， 

vB) = p87 (83))， 凡 BeB"， 
23 称 为 后 呈 ， 的 联合 季 率 分 布 . 对 于 任意 z 个 实数 4 ja， 
4 定义 

| 让 = 中 人 XIE (x) Ex) A ry 

En(x) LAs} ), | 

册 王 藉 2 维 实数 空间 下 工 的 国 数 ， 称 二 的 联合 分 布 
画 数 。 aii i=1,2,. Rr， 

a( { xia bi i=12,°" 8}) 

= 508+ TT (1) (6.16) 


其 ri 
to = Flb yb bn) 多 


= Pt{asbs. sbn) + (B3023 Ps gy bn) +t" 
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. + F(, basse 
一 般 地 ， 拒 Flb,,.. yn 下 个 让 次 作对 应 的 ai 一共 得 到 
(人 信介 并 于 这 (人 个 知之 机 

今 1 代 表 n 维 半 开 闭 区 疗 6j 生 守之 轴 ，。 并 将 (8,16) 的 右 方 
写 具 4&5 (了 D)， 类 位于 下 还 ,1， 我 们 有 下 述 引 理 。 

引 理 台 ,1 这 " 为 f 个 随机 变数 ， 则 它们 了 哆 曦 
千 分 布 函 数 上 共有 下 列 手 质 ， 

1) 对 每 一 4 维 半 和 豁 于 区间 I， gg. (了 ) 尘 9。 

i PE hds} 对 每 一 变 元 为 左 连 综 及 单调 不 减 ，。 

i) lim Plh,dss Ads) = 0 = 123d, 


- Nj 


lim PFOA, = 工 


Ni 


证 明 完全 类 似 了 3 引 环 8.1 的 证 表 ， 清谈 者 自 证 之 。 

引 理 6.2” 由 随机 变数 6 ,8640 5 的 联合 分 布 函 数 了 所 
引出 的 5,3 ,测度 (未 完备 化 )& 等 于 5.850055 的 联合 概 康 
分 布 ?, 即 对 每 一 BeB*， 大 

HrtB) = 08) 

证 明 ”类似 于 引 理 6.2 防 证 明 ， 恋 少 自 证 之 ， 

定理 6.12 设 和 ,6,561 为 概率 空间 (XX,S ,1) 上 的 随机 
计数，5 由 (6,13) 起 所 确定 ， 下 汶 而 ,5409 ,4 的 联合 分 分 布 肾 
数 ， 及 9 为 (RY,B") 上 的 林 测 遂 数 ， 则 


| Caz gdF, 
x 3 
这 里 等 号 的 意义 是 ， 当 等 式 一 靖 史 积分 看 在 时 ， 则 另 - 一 :端阳 
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寡 在 且 丙 者 相 轿 。 等 式 寿 方 积分 是 -9 在 测度 灾 间 {R",8*,u ) 
上 的 上 -5 积分 ， 面 &. 为 引出 的 x 准 上 ,5, 测 度 ，。 

证 本 ”十 定理 6,11 知 5 为 (XX,$ ,pH) 到 (R"， B”) 内 的 可 测 
变换 ， 由 定 征 6.9 我 们 有 
| 5 


其 中 为 .552955 的 联合 提案 分 市 ， 由 站 理 6,.2' 知 ， ?等 于 
E62 分布 玖 数 F 昕 引出 的 z 维 ,5, 测 诬 gi， 试 


| Ed gee 
于 点 


定理 证 完 。 
说 蝴 机 变数 5 6 的 联合 分 布 苑 数 为 (Ads), 人 三 
EE (81 1)， 其 Hi,j 为 自然 数 ， 则 agij 称 为 二 维 限 机 向 量 (6,， 
£7) 的 ?十 7 了 廊 后， 出 定理 86.12 
ii= | A dD hb) 
显然 wjo 和 yi 斌 是 和 5s 的 数学 期 望 。 
与 一 绎 的 情形 相 候 ， 我 们 定 关 中 心 答 如 下 : 
j= EE — od (oi) 


一 .ath Ci (ds 一 他 
我 们 有 下 六 关系 : 
To = 1 = 0, 


to = DY (EE,) sa = {Ee,), 
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| 2 1 = lots 
2 
Mi 


矩 和 由 心算 的 概念 可 推广 到 二 维 以 上 ， 
习 是 
@O 设 (X;S ) 是 可 测 空间 ，f 是 X 到 Y 内 的 变换 。 证明 U = 
{ 加:ECY 了 ,f"!(E)eS } 为 了 中 的 代数 
@ 设 /为 测度 空间 (X,$;1) 至 可 测 空间 (Y 汕 ) 内 的 可 测 变 
换 ，& 为 X 上 的 广义 实 函 数 ， 可 测 FTCUJ,B5| 且 可 积 , 则 存在 
(YU ,gf"') 上 的 可 积 沙 数 g， 使 上 = gof。 
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第 七 章 乘积 空间 


$1 集 的 乘积 


设 已 ; 乔 是 任意 站 个 集 。 我 们 由 并: 取 一 元 素 四 匡 : 取 
一 元 素 za， 作 成 一 个 新 的 元 豆 (Cxzi，xohy 全 体 这 样 的 (x ,Xz}】 
所 组 成 的 集 ， 称 为 XX 和 六, 的 乘积 ， 记 为 了 ,XXi， 这 就 是 说 

XIXK2= { (KisX2): XIEXI, XE Xe}, 


两 集 习 积 的 最 熟悉 的 例子 是 二 维 实 数 空 间 R*， 它 常 被 看 作 一 
纹 实 数 空 间 R 和 KK 的 乘积 。 往 以 下 的 讨论 中 ， 许 多 地 方 葛 用 
到 出 这 个 例子 所 启 孙 的 术语 和 概念 .例如 ,车 4 二 X,, 4, 呈 六 ,， 
我 们 称 革 ,XX 的 子 集 B= 41 x 4, 为 矩形 、 而 称 构成 这 个 牛 形 
的 集合 为 矩形 芍 边 . 

下 面 我 们 介绍 几 个 与 矩形 有 关 有 的 定 

定理 T.1 矩形 为 室 集 的 充 北 条 件 是 
集 。 

证 明 设 有 4 有 4 所 中， 则 存在 (Xi, Xz)E dd 页 xied, 
及 Xzt 遇 ， 国 紫 ，4 车， 小 车 ， 男 一 方面 ， 如 果 半 寺中， 
4 六 9， 则 存在 xie4 和 xsctd， 愉 而 (xiyxz) e441XA,， 基 此 
4.X4 寺 9。 定理 证 完 。 

定理 7.2 设 8,=4,X4, 和 和 E,= BXB 是 两 个 非 空 算 
形 ， 则 BB 的 充 可 条件 是 

4 二 B. 和 A, 二 B;, 


理 
它 至 少 有 一 个 边 为 空 
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证 明 ”充分 性 显然 ， 往 证 必 柳 性 ， 设 已 一 记 ， 着 存在 
XE As x1€ B,, 那么 对 任 一 Xx 4s， 均 有 (xX)， Xa) € A 
4 和 (xis X29) Ee BR 这 与 Fe 可 入 属 ， 因 此 这 样 的 点 不 
订 能 存在 ， 从 而 出 写 斑 。 同 理 可 证 4 一 B。 定 运 证 羌 。 

推论 。 认 已 = 4 > A, 和 有 EE 二 仿 答 形 ， 册 | 
Ei = 志和 的 充 要 答 件 是 44 = BB,， < = 

证 明 ”出 定理 7 ,1， 我 们 有 ; 本 = 五 :的 充 要 条 件 为 

,了 一 4 4 一 有 一 4 

印 4, = 局 = 玉 。 推 论证 完 。 

定理 7,3. 该 Pi 和 记分 别 是 二 和 和 Xs 的 子 集 组 成 的 于 十， 则 

P= {A>xAds: deP, A,eP, } 

为 下) 有 的 半 环 。 

证 明 因 $ EP; 田 定 埋 7.2 知 办 EeP， 长 次 , 设 直 A eP， 

BXB € 忆 那 公 从 等 安江 | | 
- (Ax a) 让 (BXB,) = (4 站 五 )X (UA; Nn B;) 

知 P 对 交 的 运算 是 封闭 的 ，. | 

页 设 4x 4 一 Bix BB 往 汪 (4A0\(B1XBs) 可 这 类 
为 P 中 有 限 个 两 两 不 相交 的 并 。 事 实 上 上 ,不妨 设 吕 x BB 守 $， 
那么 晶 定 理 7 ,2 我 们 有 叶 二 已 及 出 二 杨 。 收 藏 

{AY Ad) (BB,) = [dx (A Bi) 
| U CCAMNB YY BI {7.1) 
但 4 以 B1 与 4\Bs 可 以 分 别 表 为 P, 与 Pat 有 限 个 两 淆 不 相交 集 
之 并 ， 而 (7,) 式 右边 两 矩形 不 社交 ， 散 (4,XA,N\(B,XB， ) 
可 有 作 P 让 有限 个 两 两 不 相交 的 集 之 并 。 综 合 上 而 已 证 的 结 
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坟 知 了 是 半 环 ， 定 型 证 完 ， 
” 设 为 六 ,XX 六 ,的 子 人 入。% 为 着 中 桩 一 点 ， 我 们 称 集 
Ex = {Xss 《XIsX2i EB} 
为 的 由 %% 所 确定 的 茂 口 ,值得 特 其 强调 指出 ，5%, 不 是 XX 
蕊 ;的 子 集 ， 而 是 的 子 华 。 间 样 ， 老 ;为 Xs 中 任 一 点 ， 集 


二 x, = {x CX.sX}e EL 


称 为 了 的 由 ,所 确定 的 截 口 ，Ex, 是 Xi 的 于 集 。Ex, 。 五 =， 有 
时 简称 为 的 袖口 ， 
特 列 地 ， 当 X, 和 六 ,为 实数 空间 加 时 ， 那 未 XX 和 为 Re 
对 于 天 的 子 集 五 ，Px, 是 用 虚线 X=x (Ki!' 是 半路 的 灾 动 化 
标 ) 夫 集合 E 所 得 的 集 在 X, 轴 上 的 投影 
设 / 为 定义 在 Xx , 的 子 集 E 上 的 任意 广义 实 函 数 , 为 
x 人 尾 一 点 ， 则 定义 在 蕉 日 Fx, 上 由 等 式 


fx (Xs) =1 (x Xs) 
确定 的 广义 实 立 数 2 称 为 /的 由 六 确定 的 规章 。 癌 样 对 
Xf nr 十 出 等 式 

fx (xX) = (Xs Xa) 
确定 的 广义 实 畜 数 1， 称 为 /的 由 确定 的 项 口 。 最 后 ， 
我 们 梁 定 尺 投影 变换 ， 定 义 在 汪 XXX ， 骨 等 式 

由 (zi 2) 二 Ai 
确定 拘 这 换 丰 为 下 六 区 而 和 工 的 一 个 变换 ， 称 为 民 六 羡 。 到 
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部 的 投影 变换 。 同 样 定义 和 X 区 :到 和 的 投影 变换 名。 

特别 地 ， 当 和 ,和 了 为 实数 空间 R 时 ， 此 了 时 投影 变换 就 是 
及 下 的 投影 运算 。 

前 而 我 们 妇 立 的 疝 个 集 的 滋 积 ， 可 了 以 推广 到 有 限 个 集 ， 
可 列 个 祭 及 仔 意 多 个 集 的 蒋 积 的 情形 ， 

设 R( 记 和 困 让 整数 ， 革 1 "ss 吨 % 汶 任意 2 个 集 ， 由 一 切 
形 如 (x en) 的 元 案 组 成 的 僻 ; 其 中 xie Xj 二 12…， 1 
称 为 响 # 个 集 的 聚 职 ， 并 记 为 XXXsX…XZn。 或 XXi 
亦 即 

XXi= + {x1s “a Xn) ; XE Xs ME 


设 革 ;f=1,2,… 为 任 滞 集 序列 ,由 一 切 形 如 (x 
Xs 的 序 加 | 六 [成 的 华 ， 基 中 Eo i=1 3 称 为 此 


可 列 个 架 的 乘积 ， 记 为 XXXi。， 。 亦 邮 
站 . 
i ME ER 


怎样 定义 生意 多 个 集 的 乘积 ?为 此 我 们 再 分 析 一 下 "个 人 


的 乘积 。 出 大 的 一 个 元 素 可 以 符 作 为 由 集 { 4,2,…wm} 到 集 
XX 因 的 一 个 变 摘 , 满 足 条 件 ，; 的 像 属于 局 人 =19 2 


同样 地 XXX 的 一 个 元 琵 也 可 以 者 作 由 集 了 12,…} 至 
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集 X Xi 内 的 一 个 变换 ， 满 足 条 件 ， i 的 像 属于 Xi，i=1， 
2 他， 我 们 司法 害 六 位 窜 多 个 入 隐 归 和. 

旺 任 一 集 ， 对 每 -ftT， 有 一 集 吕 与 之 对 应 ， 我 们 用 
xf 于 人 5 到 集中 内 的 一 分 变 换 。 用 < 表示 5 (7 在 


1! 处 的 秆 ,六 称 它 汶 x() 的 1 举 标 。 一 切 满足 条 件 ;x{f)eXy, teT 
的 变换 x(， ) 所 组 成 的 集 、 称 为 XsteT 的 乘积 ， 记 为 XXis 换 


EXE 
fei 


由 前 面 的 定义 ， 我 们 知道 Xi 的 元 素 为 ?到 YX: 内 的 变换 


满足 ， 对 每 一 eT，x(t)eX:。 但 为 方便 想见， 本章 中 车 不 特 
别 声 明 ， 符号 x(，) 宸 示 X Xi 的 元 素 。 


对 于 集 芍 乘积 ， 我们 要 探讨 一 下 它 是 否 满 足 结合 律 ， 为 
了 书写 方便 起 匈 ， 我 们 仅 就 有 限 个 集 的 乖 积 来 叙述 ， 例 如 
若 及 ,长 和 有 [有 是 三 个 从 ， 则 不 改变 到 它们 的 次 序 我 们 可 以 作 是 
三 个 新 的 化， (XY) Xs 六 1>{ XN) 不 ] RX XK 
Xas， 严 插 说 来 ， 此 三 个 欧 积 是 不 同 的 ， 因 为 它们 并 不 是 提 
相同 的 元 索 组 成 的 ， 将 (x, ,x2) yx 和 (xsxosxs) 温 消 起 来 
是 不 对 的 。 然 和 而， 在 上 述 三 个 乘积 集 的 每 两 个 之 间 ， 存 企 一 
企 很 自然 的 一 -对 应 关 系 ， 这 就 是 使 点 

((xisXa)s Xa), (xiy( xssxs)] 和 (xiyfayyas) 互 相对 应 。 
对 于 习 积 介 的 那些 使 我 们 感 兴趣 的 结 欧 性 的 性 质 来 说， 这 
个 对 应 关系 能 使 它们 保持 不 变 ， 甸 还 我 们 以 后 将 上 述 三 个 穗 
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猴 永 远 着 作 是 但 等 的 。 又 如 对 -个 华 的 虱 妈 的 情形 ， 我 们 将 
集 (Kx Yo)CLCCCXDJX(CX x Xi)) 的 元 素 


C(x, :3 ] 353) » (C(x ) 和 《xsyxz)) 
看 作 就 是 集 夺 DECX XXeXX; 的 元 案 
{XL X23 as Css Nay 7) +» 


上 而 所 讲 的 可 推广 到 任意 多 个 集 的 困 积 的 情形 。 这 样 一 来 ， 
我 们 就 可 以 对 集 的 乘 猴 任意 地 应 用 结合 律 。 


Rs 


著 4 是 Xi; 的 任意 子 集 ，i= 1,2,… ,7, 则 称 集 X4 《 


Xi 的 一 个 子 集 》 为 光 Xi 中 的 得 形 ,对 于 任意 多 个 集 Xi, teT 的 
乘积 XXi， 其 中 7 是 可 列 或 非 可 列 无 穷 集 ， 我 们 定义 矩形 为 


形 如 X44 的 集 ， 其 中 4:cXt，teT， 上 县 除 有 限 个 ! 以 外 ， 均 有 
加 =Xi。4i, teT 称 为 算 形 X4 的 边 。 若 X4i 中 的 4 除去 7 中 


有 限 个 元 于 瑟 ;可 外 ， 均 有 上 由 = 中， 此 时 我 们 可 将 它 表 为 
从 = { Xe) xt eds sr sx tn) Edm } 


定理 7.1 一 7.3 可 以 准 到 XX 和 Xi 的 情形 ， 我 们 仅 多 
述 定 理 7 .3 的 推广 。 | 

定理 7 了 .37 设 P; 为 *; 的 子 集 组 成 的 半 环 (i= 1,2,. ,2)， 
列 
: P= { A ndiEPi, 1= 1,2, sn } 
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为 六 Xi 中 的 半 环 ， 


证 明 用 数学 归纳 法 。 关 n=2 上 时 , 定 环 ?.3/ 即 定理 ?7,3。 
设 定 理 7 ,3 在 #z -1 时 是 不 确 的 。 这 就 是 说 ,P= {A,X*… 
Arnis AreP ss An 1ePn_ i } 为 半 环 。 往 证 定理 在 科 了 时 也 下: 
确 。 事 实 上 ， 由 集 的 乘 和 的 结合 嫂 ，B 世 可 表 为 
P= 4 {A 1) X 本: {ACY Ar) ceP’, 
A.eP, } 5 
电 定 再 7.3 拓 ， 史 是 半 环 。 这 说 了 定理 在 ?时 生成 立 的 。 定理 
证 完 ， 
定理 7.3” 设 PBi 是 由 癌 的 子 集 组 成 的 含 嫩 的 尘 环 ， 其 让 
ze 了 ,由 | 


P= {44: AtePi,teT, 旦 除 有 限 个 ! 的 值 外 有 4 一 
Xr} 
是 < 中 的 半 环 。 
证 明 显然 beP。 设 1, FsP， 县 
El= (XAND)KOKAD 3 
te 1ET™, TY ; 
FE, (XB)XK(CKEX) ， 
了 ET te Ys 
共 中 T, 和 T, 是 7 的 有 限 子 第 ， 且 diePiy,teT,， 和 BeP;s 
il。 今 T =TjJT 了 Ts， 因 P; 售 Xi， 放生 可 攻 记 为 
E= (XK ANX(X XD 


7GT ET 
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B=(X BD)X(X,X), 


fETZ HE 
其 上 dceP,，B,eP;，#T  ， 易 知 . 
ENE=(X (dinBDIXCX Xi), (7.2) 
JE FETATY 


对 每 一 eT'， 因 Py 是 半 环 ， 敬 44 门 BxPi: 。 册 人 7.2) 式 我 们 有 
ENE,cP. 
遇 设 EE, 二 请,， 我 们 育 
FN\E, -5% BN (2 Ai} TX CK 20， (7.3) 
EL NL 
不 入 设 B, 关 $$， 由 定理 7,2， 雪人 有 
XX Bo X, A » 


tert te 


由 定理 7,3/ CX BIN nn 4 可 内 为 兴 Pi 有限 个 两 网 不 
ter! rier! te 


相交 集 之 并 ， 由 (7.3) 瑟 \E: 可 表 为 P 中 有 限 个 两 两 不 相交 集 
之 并 ， 综 合 上 面 已 证 的 结 休 知 P 是 兴 环 。 定理 证 完 ， 

集 及 函数 的 截 口 的 概念 ， 也 订 以 推广 到 任意 个 集 乘 积 的 
情形 ， 为 书 等 方便 起 见 ， 以 个 集 的 乘积 的 情形 为 例 ， 设 三 


为 汉 X 的 村 集 , eX， 入 


E, ={ (zs 


ER 
称 涩 8 的 由 x 确定 的 蕉 口 ， 显然 它 是 x 的 子 集 . 设 {xiyxs) 
EX1XX2， 集 


Ex, = 1{ {xagr sxn) xi rn 
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称 为 了 的 由 (xx 确定 的 荐 口 ， 显 然 它 是 义 天 的 子 集 。 半 
似 地 可 定义 的 其 他 各 种 截 口 ， 
设 f 为 定义 在 《Xi 的 子 集 8 上 的 任 一 函数 ,x 为 中 任 一 
点 ， 划 定义 在 截 口 Z。 上 由 等 式 
fy (Xasxss"" Xn) 二 有 sa pn) 


确定 的 函数 f， 称 为 由 x 确定 的 f 的 蕉 口 ， 
变 如 ， 设 (xi9X2) 为 RTs 上 任 一 点 ， 则 定义 在 稚 
DB。 。 上 由 等 式 


fy x, | 


确定 的 函数 f。。 称 为 由 (xiyz) 确定 的 /的 截 口 。 

类 似 地 可 以 定义 /的 各 种 截 口 。 

投影 变 挤 的 概念 也 可 以 推广 到 任意 个 集 的 科 积 的 请 形 。 
设 ieT， 定 义 在 XX 上 由 等 式 

h(x(°)) = 
确定 的 变换 b/， 是 XX 到 Xt 上 的 变换 称 为 XX1 到 Xi 的 投影 变 
搞 。 
§2. 可 测 空 间 的 乘积 
设 (Xs$) 及 (Xs$) 为 两 个 可 测 空间 。X,XZs 中 的 和 
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形 4X4 知 满足 条 任 ，4ieSi，i= 1.2， 称 为 可 测 和 矩形。 由 
定理 7.3， 全 体 可 测 和 矩形 组 成 一 个 半 环 ， 由 此 半 环 产 上 生 的 o 
代数 以 S15$; 表 之 。 $,><S; 兴 六 ,XZ 中 的 0 代数 ， 于 是 我 们 
可 以 构造 一 个 新 的 可 测 空 间 (XLXX:，5.,X5$;) 称 它 为 可 测 
室 间 {六 ,$1)，( 玉 ,$0) 的 导 积 。 而 SX$; 称 为 0 代 数 $, 和 5S。 
的 乘积 。 
定理 7.4 设 可 测 空 间 (X,;$,) 和 (XY,,$,) 的 先 积 室 间 沪 
(XXX 3K,) ， BES ,XK$s, 则 克 任 意 固定 的 eX ,Ex E32， 
而 对 任意 固定 的 faeXa， Ex, Ed, 
证 明 先 设 B 是 可 测算 41X4,， 此 时 
A, XE 
Ex = 四 
! pb TEA 
放 当 EE 是 可 测算 形 村 ， 定 理 成 立 、 
现 令 E 为 5,X$, 中 所 有 使 定理 成 站 的 集 组 成 的 集 族 。 对 
任意 的 xie 王 ， EE 有 


(VE, =U (Bn, » 
(Xx XNE), = XAE, 


由 此 可 知 E 是 0 代数 , 但 EE 包含 六 ;XX 评审 的 一 诏 可 测 答 形 ， 故 
E= 1 7X3, . 这 就 证 明了 对 任意 EeS, CS。 及 ME » 均 有 
B.S, 同 理 可 证 对 任意 zs 六; ， Ee, Ed,. 定理 证 完 。 

定理 7.5 设 f 是 蒋 祝 空间 ( 瑟 :X 和 xs，SXS 上 的 可 测 函 
数 ， 则 对 人 在意 固定 的 x,eX1 » fa 是 { 瑟 :5$) 上 的 可 测 函 数 ; 
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而 对 任意 固定 的 xyeX,， fs, 是 (人 ,3 上 的 可 测 国 数 ， 
证 盟 ” 设 :是 任 一 实数 ，x; 是 XX, 中 任意 固定 乓 ， 则 
{ Xarf x (Xa) ce = { (rske) eT(xis xs) el xX] 
因 { XisXe)s flxis xs) < } 6 DCS， 由 定理 7.4 及 上 式 得 
{ Xs js, (xs) ce} es, ， 
这 便 证 明了 fx 是 (X53) 上 的 可 测 函 数 。 类 似 地 可 以 证 明定 
理 的 第 二 个 结论 。 定 理 证 完 。 
十 个 可 测 空间 的 双 积 的 理论 ， 可 以 推广 到 有 限 个 及 性 夸 
多 个 可 测 空 间 之 先 积 ， 


设 (Xj5SD) 让 =1s54 为 q 个 可 测 空 间 ， XX 中 的 矩形 


届 ,… XA4n 车 满足 条 忻 4;eS;,i = ] ss 称 为 测 矩 形 。 
由 定 还 7 ,3 知 全 体 可 测 窍 形 组 成 闭环 ， 册 此 半 环 产生 的 a 懂 


数 以 义 $: 表 之 ,可 测 空间 (XX Xi XS) 称 为 (Xi 5;) si= 1 


… sn 的 生 积 而 六 $; 称 为 代数 $1，… ,$s 的 蒜 积 ， 

景 一 般 的 情形 , 设 有 任意 个 可 测 空间 (XryS 有 ，ter,X 世 
的 矩形 X41 涝 满足 条 件 hte54, 称 为 可 测 短 形 。 由 定理 7.3? 知 
全 体 可 测算 形 组 成 半 环 , 由 此 半 环 产生 的 5 代数 以 XS: 表 之 ， 
(3X1o34SD) 称 为 (X4s$0) ,teT 的 乘积 ,而 XS$: 称 为 代数 $1 ， 
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zz 的 乘积 。 
下 部 § 1 记述 ， 我 们 把 AXAr XAs (A XA ) Yds 及 A 
pe x 43) 中 的 对 应 元 素 视 为 同一 元 素 , 在 这 种 了 解 下 ， 可 
笃 己 前 溢 积 也 满足 结合 律 。 屋 如 
5 XS Se= (SS )XS:， 《7 ,4 
证 明 车 4dieS; :=1 253, 则 44X4deSiXSi 从 而 
AXAd XA= (A XA) XK As dX) XS,, 


于 总 

SX3K5C (SK) XS, (7.5) 
友之 ， 令 

$=14 人 } ， 

易 证 $ 是 一 个 cc 代数， 卫 上 纹 . 合 XXX。 中 约 全 体 可 测 矩形 ， 故 
$x SC . 另 -一 方面 ， 和 主义 知 

S 一 SSs， 
因而 $ = $,XS$。. 这 就 是 说 

(SDDS SC $YX SY,, (7.6) 


综合 (7.5) 及 (?.6) 即 得 (7,4) 式 。 
上 而 所 讲 的 可 以 推广 到 任意 多 个 可 测 空 间 乘积 的 情形 ， 
故 今 后 可 对 可 测 空间 楷 积 运用 结合 律 。 
设 (XXI,S1) 是 可 测 空间 (X1,5) ,teT 的 习 积 , 下面 我 


们 答 出 与 5 溢 积 5 代数 2% 有 有关 的 几 个 定 恒 。 
设 F 为 Xt 中 具有 下 述 形式 


了 30 


的 集 所 组 成 请 集 族 ， 其 中 de$z 旦 除 一 个 ! 值 外 , 均 有 A = 有 
则 有 有 
定理 了 .6 由 F 所 产生 的 5 代数 S 人 f ) 等 于 5s。 


证 明 ” 易 见 F 中 每 一 集 均 为 可 测 拓 形 ， 走 
SF}CX SY, (7.7) 
fei 
反之 ， 设 8 为 任意 可 测 矩 形 ， 不 她 设 


E=Anx KAmx ( x 天 和 
ter™\ { 下 了 


其 中 4, eS, 站 i= 1 nt tnel, 
i i 


由 关系 式 


B= C4 XC X KIN NA XO xX Xx) 
1 Her 人 eT\ 


知 E 可 表 为 有 限 个 F 中 的 集 之 交 。 故 EeS{F)， 从 而 
x S$(F)., (6.8) 
teT . 


综合 (7.7) 及 (7.8) 即 得 S(F) = XSi。 证 完 。 
定理 7.7 设 ，te 了 为 XX 一 族 撤 影 变换 ， 则 XS: 是 


使 所 有 加 ，teT 均 为 可 浏 变换 的 最 小 0 代数， 
证 明 ”对 每 一 teT， 闪 Xt 上 使 8: 均 为 可 测 变 换 的 最 小 0 代 


数 为 代 :($1)， 从 而 使 所 有 如，teT 均 可 测 的 最 小 0 代数 为 
SCU tb LSD) 
teT 
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容易 看 出 ， 对 尾 意 ie 


pi) = {ArX( X XK): de }, 
ter\ {7} 
故 F = 站 (S， 由 定理 7.6 知 
Sr=S(U pr ($7)) 
teT téT7 


这 就 是 说 ， 3 是 使 所 有 #4,teT 均 为 可 测 变 摘 的 最 小 o 代数， 


设 刀 是 了 让 任意 有 限 子 集 ， 风 具有 下 列 形状 的 集 
B= XR 其 申 he 六 


称 为 (XXt sts) 中 的 一 个 社 体 ， 而 4 称 为 熙 体 的 底 ， 郑 
了 ,的 元 案 为 4…,1n, 此 时 柱 体 E 亦 可 天 为 

E= { xed XD) ss lin)) A, } 。 
由 o 代 数 的 结合 律 ， 有 

4 XOX Xn el SN) XC $1) = > S13 

1 1ém™ TI] fETL EN T) tieT 

困 此 ， 柱 体 必 是 乘积 室 间 { Xi,X$;} 中 的 可 测 集 。 显然 ， 
答 形 是 一 个 柱 体 。 特 别 地 , 当 T 是 可 列 集 { 1,2,… se…} 时 ， 
( XXi， 汉 $i) 中 的 每 一 个 柱 体 E 均 可 表 为 下 述 形式 ， 
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BE = AsX Xx), 其 让 AweXX 5 3 
而 w 是 某 一 自然 数 (和 Ah。 依赖 于 柱 体 B)， 显然 每 个 能 表 为 上 
述 形 式 的 集 必 是 (XXi,※$) 中 的 一 个 柱 体 ， 因 此 当 了 为 可 


列 集 时 ，(XXi， 光 $1) 中 全 体 柱 体 所 组 成 亿 族 与 集 族 


{EE=AX(X .X03 AreX Sisn = 1s2,", } 
"+ i™ 


相等 ， 
定理 7.8 ” 落 了 ,是 了 的 有 限 子 储 ， 则 集 族 


S={A, XX id € XS 
1 ftETN Tl 1 ET1 
为 XX 中 的 o 代 数 ， 击 (XX, x $2) 中 全 体 柱 体 组 成 多 Xi 中 
teT - ter teT te? 
的 一 个 代数 E， 旦 
S(E) = Si。 
ter 
证 明 先 证 第 一 个 缩 论 ， 设 Eie$ i 一 1,2,… 则 
Ei= A XK( XK , xD 其 中 de Se 
但 
Bi=(U4O)X (XX), 
i™1 j= 1 te 1 
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故 从 日 4 eX Si ; 知 Bie$。 再 从 下 式 
i L 6Ti i= 


BN\E,= (4 有 4 和 XO, 
知 ENEseS。 最 后 。 从 
A tT (Ft X pS Xe) 
及 (XX0 6X $1, 得 到 激 X eS， 这 便 证 明了 $ 为 o 代 数 。 
其 次 征 证 E 为 代数 。 设 B, 和 B, 均 属于 E， 则 它们 可 表 为 
B= AnX (RX0 
E, = Br YX Ka, 其 
其 中 7 和 7 为 的 有 限 子 集 ， 且 4r < 洛 S 有 Bi es 令 


Tf = U Tas 并 将 E,， 五 疏 记 为 


三 : 人 


Es= BrrX XXX Xn 
{NT 
其 中 ds:=A. XX (% i XD) 及 Br = 三， Xl 从 、 六 ) 均 属 于 
1 eTr 1 eT 2 
> $i。 因 而 
Ty 
EY E,= (A UB )X {Ry Xi) 
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EN\B, = (4r Br xX (XX 1 Xi) 
注意 i U By 及 4 Brr 均 属于 bg $1， 和 而 T' 是 有 限 集 ， 故 
五 品 了 :及 BEB: 均 属于 在 ， 显 然 次 XrteE, 从 而 E 为 次 1 中 


最 后 ， 我 们 来 证 明 S(E) = 3+ 


因 可 测算 形 为 柱 体 ， 放 
XS(E), 
另外 。 因 柱 体 为 ( 2 Xi，※ 5) 中 的 可 测 集 ， 政 
ECCS 
从 而 S(E) 二 $1， 故 S(E) =X Si。 证 完 。 
定理 7.9 设 T 为 非 可 列 无 穷 集 ， 则 (X Xi 欠 5) 中 短 


一 可 测 集 E， 均 可 表 为 如 下 形状 ; 
E=A..; 本 
4 KOK 


其 中 To 是 7 的 一 个 可 列 或 有 限 子 集 ( 代 赔 于 E), 而 hr XS1. 
证 明 令 $ 为 XSi 中 所 有 满足 定理 所 述 性 质 的 集 组 成 的 
集 族 ， 往 证 $ 为 代数 。 设 Eie$, i 二 1，2,…。 则 可 天 为 
Bi= 如 X Rm) | 
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其 中 T6? 是 T 的 一 个 可 列 或 有 限 子 集 , 生 dr 人 eX 人 
i 


令 Tao= UT4P?， 则 Tw 是 7 的 一 个 可 列 或 有 限 子 集 ， 利用 定 
理 7.8 中 的 羔 似 方法 ， 可 将 Fi 改 记 为 


Ei:=AD OX FED, i=129. gy"y 
Ton Oo | 


站 


其 中 4 中 eX Sj， i=1,2,…， 故 有 
Tt 1eTr) 
U Bi- (UA XCX, Xn), 
1™ +=1 [mm 起 TO 


因 U 4 名 eX Si 所 以 U BieS。 可见 S 对 可 列 并 运算 是 
让 ”1 ely i™1 


封 亲 的 。 同 理 可 证 $ 对 余 运 算 也 封闭 ， 故 $ 是 Xx 中 的 一 个 


cx 代数 。 易 见 $ 包 售 汐 已 直 全 休 可 测 矩 形 ， 故 $=XSi, 换 言 
之 ,Xt 中 每 一 集 均 具有 定理 所 述 性 质 ，。 证 完 。 


定理 7.10 设 (i Si = 1 2 是 ?个 可 测 室 间 ， 且 
Si= S$(C7)， 其 中 人 6; 汶 ; 的 子 集 组 成 的 集 族 ，X; 可 表 为 ;中 
可 列 个 集 之 并 。 令 

C= { CY XCns Crebis i=1s2,°sn} 
风 S(C)= S > XS 
证 阴 用 数学 归纳 法 证 明之 。 
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首先 证 明 2 = 2 时 定理 正确 。 即 往 证 ， 若 $i:=$(C;) ，1 = 
1,2 而 
GC= {CYC CeC,, Cre C,} 
调 S(CC) 二 SS 事实 上 ， 从 CS 及 性 :一 3 得 心志 SS, 
从 而 
S(O) SKS,, (7.9) 
再 往 证 家 反 的 包含 关系 。 
设 C 为 CGC, 中 任意 固定 集 ， 考 碟 匀 ;中 的 华 族 
A = { A,:As 所 S,y Cd Ee SIC) } 
异 然 上 为 9 代数 且 直 ,一 GC，， 效 记 = $5,。 从 而 对 任意 的 CeC ,及 
上 ;eS 均 有 了 XdaeStC)。 又 设 4 为 和 中 任意 一 固定 : 集 ， 
考虑 天, 中 的 集 族 
Al= {A:Ared, AXA,ce SC)} 
同样 ，A, 亦 为 0 代数 且 A 二 G1， 克 = $5. 因此 对 性 意 Aje3i， 
i= 1;2 均 有 
AXAdseS (C), 
从 而 
SS:CSCC)。 (7.10) 
综合 (7.9) 及 (7.10) 即 得 S(C) = Si XS:。 
其 次 ， 设 定理 在 ?一 1 时 正确 ， 即 车 念 
C! = { CK Cn :Cjé Cn i=]323 sn— 1} 
则 SC =5,x… x 5n_1。 往 证 定理 罕 # 时 也 成 立 。 从 
C= {CYCns ICE， Can 
及 定 理 在 #= 2 时 的 正确 性 即 可 在 
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(人 )=S0C7 1XSu=SD2X…XSn。 定 理 证 完 。 


定理 7,107 设 (Xi，S1)。ie 了 为 一 族 可 测 室 间 ， 且 $1 = 
$CCy)， 其 中 Ct 是 的 子 集 组 成 的 集 族 ， 令 
C= { XC 除 一 个 ! 值 有 Cre Ct 外 ， 其 余 的 Ci=XX:1} 


则 由 C 产 生 的 o 代 数 S(C) 等 于 XX $i. 


证 胃 显然 六 CC 一 从 $4. 往 证 相反 的 包含 关系 , 设 ti 6 了， 


由 本 章 习 题 第 名 题 ， 我 们 有 


sccnx( xX KX( x Xx) 
ter\ {ff 1 ter\ {ty 


易 知 S(CnXC 人 | 4。 所 以 对 任意 Aile $n， 
ET\ 二 生 . 


均 有 AtXKt 2 ;0 eS (0), 根据 定理 7 ,6 我 们 有 
ier 


1 


XX 人 1 二 StC)。 因 而 
并 

SC) = 
定理 证 完 。 


$3 波 雷 尔 集 族 及 巩 尔 函数 


设 R" 为 x 弘 详 数 空 间 , 在 第 一 章 35 中 我 们 曾 将 启 中 全 体 

举 开 闭 区 间 所 产生 的 oc 代数 B”, 称 为 1 维 波 雷 尔 集 族 。 本 节 我 

们 将 用 可 测 空间 乘积 的 观点 ， 给 出 "纵波 雷 尔 集 族 前 另 一 定 

义 。 和 通常 一 样 ， 用 有 表示 一 维 实数 空间 , B 表 RR 中 的 波 雷 尔 

集 族 ， 那 乏 ( 环 ,B) 为 可 测 空 间 。 令 X;=R, 5S;=B, 1 = 1,2， 
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(XXX 于 ，X $ 习 为 可 测 空间 。 显然 这 里 的 X X; 就 是 


" 纵 实 数 空间 R"， 而 o 代 数 汉 $; 称 为 Rr 中 的 波 雷 尔 集 族 。 用 P 


表示 R 中 全 体 半 开 闭 区 间 组 成 的 集 族 ， 则 有 B= S(P)。 在 
理 ?7,10 中 取 5i=P， 那 么 定理 中 的 CG 印 为 避 中 全 体 学 开 闭 区 


间 组 成 的 乐 族 ， 册 定理 7,10 知 B" = X Si， 因此 这 里 定义 的 


# 维 波 雷 尔 集 族 与 第 一 章 8 5 给 出 的 定义 是 一 致 的 。 这 样 今后 
我 们 既 可 将 B? 了 解 为 R 中 全 体 半 开 闭 区 间 产 生 的 c 代数 ， 又 
可 了 甫 为 "个 一 维 淡 峙 尔 集 族 B 的 乘积 代数 。 

下 面 我们 来 定义 可 列 维 实数 空间 ， 任 意 维 实数 空间 及 其 
上 的 波 雷 尔 集 族 ， 设 Xi 一 R，51=B, i=1,2,…， 那 么 Xi; 的 
乘积 称 沟 可 列 维 履 积 空间 ， 以 RK" 记 之 . 而 如 中 的 ao 代数 


闪 $5 称 为 可 列 维 波 需 尔 集 族 ， 以 B* 表 之 。B” 中 的 集 则 多 为 


可 列 维 波 填 尔 集 。 更 一 般 地 ， 设 T 为 任意 集 、 其 势 为 PD， 令 
Xi=R, $=B, teT, 则 乘积 Xi 称 为 p 维 实数 空间 ， 以 8 或 


忆 表 之 。 了 ?中 的 oz 代 数 3 称 为 p 维 波 管 尔 集 族 ， 以 B? 或 B” 


表 之 ， 而 B# 中 的 集 则 称 为 8 纵波 雷 尔 集 ， 

定义 在 (R?， Bf) 上 的 实 值 (或 广义 实 人 也 ?可 测 盘 
数 称 为 实 债 或 广义 实 什 贝尔 医 数 或 波 雷 尔 可 测 范 
数 . 
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84 ”由 变换 产生 的 OO 代数 


设 了 为 不 空 集合 ，{ 了 ,U) 为 可 测 空 间 ，f 是 X 到 了 内 的 灾 
换 ， 那 么 XY 上 和 售 f 汐 可 测 变 换 的 最 小 6 代数 就 是 f"'(U}， 有 时 
我 们 将 此 代数 记 为 St 并 称 为 由 产生 的 5 代数 。 

设 有 4? 个 可 测 空间 (7 了 iD， iT= 1 2 而 方 是 天 到 
内 欧 变 换 (f=1,2,… ,rn)， 屠 未 上 使 得 一 切 fi 都 为 可 测 变 


质 的 最 小 0 代数 显然 是 $C""(U)), 称 此 0 代数 为 由 太 ， 记 ， 
… ,各 产生 的 0 代数 ,并 记 为 5(f… ,fs) .利用 变换 用,… ;后 对 天 
中 每 一 固定 的 元 素 * 我 们 可 以 指定 XY 中 的 一 个 元 素 ( 所 ()， 
(9 ) 与 之 对 应 ， 兹 以 1 或 (fyf) 表 此 对 应 关系 ， 这 
样 我 们 便 得 到 一 个 从 X 到 X 了 ;内 的 变换 


一 般 地 ，。 设 T 是 任意 集 ， 对 每 一 ft，( 了 Yi,Up) 是 一 个 可 
测 空 间 ，、 和 办 是 了 到 了 1 内 的 变换 ， 显然 XX 上 使 得 一 切 fi ，ieT 者 
为 可 测 变 痪 的 最 小 o 代 数 是 5S(W fCUD)， 并 称 为 方 ，iez 所 


产生 的 o 一 代数 ， 记 为 $( 太 yieT)。 利 用 这 族 变 换 记 ,teT ,XX 中 
每 一 为 定 的 元 素 *， 可 指定 XY 中 的 一 个 元 素 #*) 与 之 对 应 ， 


其 中 8(*) 满 是 y 全 = 用 (zt ， 莹 以 /成 (st 表 此 对 
1297 中 的 每 个 元 素 是 一 个 安 换 ， 正 如 8 1 所 速 ， 用 2 ) 夫 


之 ， 而 y(t) 则 表示 y(*) 丰 t 的 值 ， 
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应 关系 ， 那么 我 们 便 得 到 一 个 从 X 到 XYt 内 的 变换 . 对 此 变 


换 f，。 有 下 述 引 理 ， 
引 理 7.1 S(foier) = 六 (XU 


证 明 令 F 为 X71 中 具有 下 述 形式 ， > 的 集 组 成 的 集 


族 ， 其 中 ApeUy ， 且 除 一 个 1 值 外 ， 列 有 渍 = 了 Yi 。 又 对 每 一 
teT, 设 各 为 XY 到 上 的 投影 变换 。 易 知 


F=U 3t (Un. {7.11) 
了 ET 


应 用 定理 7.6， 定 理 6.3， 定 理 6.2 及 定理 6.5， 可 得 
{SU = (SCF)) = SF)) 


= $CU pr (UN = SOY FI Cp7 (UN)Y) 
teT teT 


= SCU (Pf) UN). (7.12) 
显然 对 每 一 ttIT， 有 

brof = fe . (7.13) 
综合 (7.12) 及 (7,13) 便 得 


六 (KU = SCUF UY)) = SfisteT). 
1ET ET 
引 理 证 完 。 
定理 7.11 设 ft tT 为 一 族 由 可 测 空间 (了 ,S$) 至 可 测 空 
间 ( 了 于 yp 内 的 变 撞 ， 则 {frsteT) 是 (X,S) 到 QSY:, X02 
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肉 的 可 测 变 换 的 充 要 条 件 是 ， 对 每 一 KET* 户 汐 ( 3 到 (7 
1 内 的 可 测 变换 ， 

证 明 ”充分 性 ， 设 对 每 一 te ,如 为 (和 3 到 (了 eu 内 的 
可 测 痰 换 ， 则 Sie)cS。 由 引 型 7.1 可 知 ， 


六 《给 =§{f,teT)e$, 
故 f 为 (X,$) 到 (Yi,UD 内 的 可 测 变换 ， 
必要 性 ， 设 f 是 (X,$) 到 (XY1, XV) 内 的 可 测 变 换 ， 又 


piste 了 为 XYt 上 的 一 族 投影 变换 ， 由 定理 7.7 知 ， 对 每 ~ teT， 
D1 为 (YU0 到 (了 4,Ui} 上 的 可 测 变 换 ， 显然 


fi= prof, 
由 定理 6.8 知 ,fi 是 (XS) 到 {了 Yi,U7D 内 的 可 测 变 换 。 定 理 证 
元 。 
上 上 述 定 理 7.11 中 取 (Yi,Uis) = (R,B)，teT, 便 得 到 概率 
论 中 的 下 述 重 要 定理 ， 
定理 T,12 设 fi, ieT 是 可 测 空 间 ( 了 ,5$) 上 的 一 族 可 测 实 
阴 数 ， 若 T 的 势 为 ?， 则 f= (frsteT) 为 (X,$) 到 (R?,B 了 7) 内 的 
可 测 变 欣 ， 
取 工 = { 1:2，… 委 了 ，* 即 得 定理 6,11( 参见 第 六 意 )。 
定理 7.18 设 思 ,te 是 集 芝 上 的 一 族 实 值 函 数 ， 其 中 工 的 
势 为 D， 又 为 可 测 空 间 ( 苹 ,S$ (fs te 上 的 实 值 ( 或 广义 宰 
什 ) 可 测 函 数 ， 则 存在 R2 上 的 实 值 ( 或 广义 实 值 》 贝 尔 函 
数 g， 便 得 
k= gof, 
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其 中 f= (is1e7)。 

证 明 易 见 对 竹 一 te 了 , 坟 为 { 耳 ,${f,ieT) } 上 的 可 测 涪 
数 ， 由 定理 7 ,12 可 知 汶 { 苹 ,$ Cf, teT) } 到 (RP?,B?) 内 的 可 
测 变 换 ， 履 由 第 六 章 定理 6.89 立 即 得 到 定理 绪论 。 证 完 ， 

特 基 地， 当 工 = 二 13 站 上 上 时。 有 

推论 设 ,… fn 是 集 世 上 的 ns 个 实 值 函数 ， 又 设 有 为 可 测 
空间 {六 ,S$ (ffn) } 上 的 实 值 ( 或 广义 实 信 ) 可 测 函 数 ， 
则 存在 RR 中 上 的 实 值 (或 广义 实 佣 ) 风 尔 函数 g， 使 得 

有 = gtf,,*… ,fn), . 

亦 妈 对 每 个 xeXX， 有 


h(x) = g(f (Xx) ,fnlx)), 


85 两 个 测度 空间 的 乘积 


庶 C 芒 1 $1&1) 和 《as Spa 为 两 个 测度 实 妆 ， 本 节 中 我 
们 将 定义 两 个 测度 空间 的 莱 积 。 首 先 ， 让 我 们 回顾 数学 分 析 
中 的 一 些 事实 ， 设 E 是 二 维 实数 空间 站 由 的 区 域 ， 其 图 形 由 
年 线 x =@a， 区 ] =$ 了 8 和 曲线 x. = 人 xi)5 x 二 (x) 所 图 成 ， 其 由 
补 芝 出。 从 所 周知， 区 域 卫 的 面积 等 于 


| tea) -ee ez 
在 这 样 的 情况 下 ， 差 g(z) ~- 4(z) 为 藏品 BE。 的 长 度 。 现 在 
我 们 将 严 中 这 种 面积 度 是 的 方法 推广 到 任意 两 个 测度 空间 的 
乘积 上 ， 首 先 介绍 一 个 引 理 ， 
引 理 ?7.2 恋 (X1$1s44) 及 (六,，S$, ,412) 是 两 个 90 有限 测 诬 
空间 ， 又 设 Re$; x 5, 定 义 X, 上 的 广义 实 函 数 f 及 X。 上 的 广 
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训 实 函数 gs 如 下 : 1 
让 (2 = Es ); i {7.14) 


gree) (Ea) (7.15) 


出 f 和 gz 分 别 为 (Xi，$1) 及 (XX,， :$2) 上 的 非 负 可 测 函 数 、 
证明” 我 们 欠 就 if: 的 情形 来 证 明 。 首 先 ， 由 定 理 7.4 知 
请 数 js 是 有 意义 的 ， 显 然 ， 所 是非 负 的 ， 帮 只 需 证 明 在 的 可 
测 性 。 Ee) +o 令 
= { 上;EeS, x $s, 且 泡 数 fz 在 (XX ;$5,) 上 可 测 }、 
征 证 E 为 [i 事实 上 ,XXX,e $1,Xx$, 且 
f 一 He 


XL 让 人 


人 (Xi,S1) 上 可 测 ， 故 XXX4ssE。 若 ,EseE 县 ,一 Bs, 则 
foe CD p(BNBs)s ) (ED ) 


(EB2) 2 Un) tf x) 
因此 万 Sa 为 CS ) 上 的 可 宙 了 才 ， 这 说 大 BNBseE 。 六 
设 BueE; n=1,2,*…Ey +， 易 知 此 时 有 (Bo)。 ,县 


(Wy, En) ZX1 = (En ” 


{x = ps CU E "> 1 lim wt(tBn), EL . 
fr ; Me 1 ,.， 
nl i . 0 
im 
YO. 由 
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这 说 明 f。 为 (X,,$,) 上 的 可 测 函 数 ， 从 而 U EveE 。 综 全 
ne - 
上 述 所 证 的 结 洪 ， 印 得 证 E 为 入 族 . 
又 当 五 = 4 x 4A; 是 革 , Xx 天 :中 的 可 调 目 形 时 ， 我 们 有 


Ts = pC ds) a 
融 生 是 (X,;$,) 上 的 可 测 函 数 ， 内 而 全 体 可 测 和 矩形 均 属 于 E， 


因 爹 体 可 独 矩 形 组 成 x 族 , 由 第 一 并 定理 1,13 及 E 的 定义 ， 我 
们 有 有 


E=$, x $,, 


放 当 加 是 有 限 测度 时 ， 对 任意 EeSLx $2, fs 是 (Xi,$1) 上 的 可 
测 函 数 . 
当 p 是 o 有 限 测度 时 ， 不 炉 设 Xs 可 表 为 


有 2 = U 4 


其 中 4tmeSsm = 1;2，… 两 两 不 相交 日 ke (4 )< + co， 
站 = 1 2 也 而 对 每 一 EeS CS ， 我 们 育 
E= U E,, 


| 


其 中 En= EN(X,X 4 
2,… 两 珊 不 相交 ， 易 证 


。 易 知 Eac= 习 MAE Ea 


(SXSIN (XY A = $s NA), 
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【 


由 此 可 见 B, 是 乘积 空间 (X/XA2 ， SCSn 4 )) 的 可 


tn 


济 集 注意 &(41”) 一 + oc， 由 天 才 已 证 的 结果 f(xi) 是 


(X35) 二 的 可 测 函 数 。 由 关系 式 E。=,U(Bn)。  { En} 


两 两 不 相交 ， 我 们 有 
fe “ 
套 生 为 (#135) 上 的 可 调 函 数 。 引 和 理 证 完 。 

设 ( 蔗 9943) 和 (了 2 ;S2912) 为 两 个 95 有限 测 论 窑 间 。 对 
每 一 Fe$; X §;» 由 引 理 7。 2 知 ， fs 是 测度 室 x 间 (六 S41) 上 的 
非 钢 可 测 函 数 ， 因此 ， 积分 jfzdu 存 在 。 邻 定 关 5, x $, 上 的 
集 阔 煞 w 如 下 : 


n(E) = |Feaws， (1.6) 


下 面 我 们 证 明 p 是 $,X$, 上 的 测度 ， 事 实 上 ,; 4 怪 然 是 非 负 的 ， 
Harte) 一 恬 ， 区 设 Bne$1><3,， N= { En } 两 两 不 相 


交 ， 令 E= U Es， 则 


所 = 开 f, EE 
Hel “nt 
根据 第 4 章 定理 4.10 推 论 3， 我 们 有 
p(B) = | faau = 豆 |f, d= 5 (Bs), 
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. 这 便 证 明了 [为 SX $$ 上 的 测度 。， 
同样 ， 允 每 一 EecSi X.S。y 效仿 


有, 
1’ (E) = igsdts ， {7.17) 


其 中 gs 由 (7.15) 确定 ， 则 wr 订 为 $iX5。 上 的 测度 。 特 别 对 于 
XXX, 中 每 一 让 测算 形 B= dd » 我 们 有 
a(B) = fedes = |i A) x dt = pA Ads) ， 


8 (E) = jg:dp 一 fa C402 du =p A ns (A2) 。 


外 上 上面 两 式 可 君 出 Es 有 都 是 3,><3， 上 的 go 有 限 测 度 ， 且 宕 
们 在 可 测 和 矩形 上 相等 ， 因 区 ,XX 中 全 体 可 测 矩 形 组 成 半 环 
P， 故 由 引 理 2.5，#& 与 1 在 0 代数 SCP) = SS 上 相等 。 现 在 
我 们 把 $.X S$; 上 的 oc 有 限 测度 k《 或 者 yp!' 亦 一 样 ) 称 为 碚 sh 的 
肝 积 测度 ， 并 记 作 坟 Xns 。 册 (7.16) 和 (7.17) 知 ， 对 每 一 
Ee$,X$, 我 们 有 
(pp) (B) = pa (Bs ) dp = [mn (Es dk, 

且 对 每 一 可 测 矩 形 4,X 4， 

(Mp) AX A) =p (dA) (ds), 
此 条 件 叭 一 地 确定 了 ws，。 

测度 空 z 间 (Cs S XS， px) 区 为 测度 空间 (ZX,， 
$s (Rs,S zh2) 的 乘积 空间 ， ER, SH) 
称 沟 (XX XE $1X$o，J 册 Xz) 的 分 支 空 间 。 应 该 注 意 ， 我 
们 这 里 构造 两 个 测度 空间 科 积 的 方法 ， 是 在 分 支 测 度 空间 均 
是 0 一 有 限 的 假定 下 给 出 的 ， 如 果 两 个 分 支 空 间 中 有 一 个 不 
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是 c 有 限时 。 不 能 用 上 述 方法 来 构造 乘积 测度 。 
例 设 X, = 为 实数 空间 R 中 的 单位 区 间 ，$,= $。 是 音 
位 区 间 中 的 全 体 识 傣 格 可 测 集 族 ， 令 pj 为 勒 风格 测度 ， 击 pe 
定义 如 下 ; 
pa 五 ) = 五 由 的 点 数 ， 王 es， 。 
易 厚 所 是 3 上 的 训 度 但 不 是 cc 有限 的 ， 令 D= 1 (Xs Xs) :Xl = 
Xs } ， 易 证 DD 是 (XXX,， $,X532) 上 的 可 测 集 ， 且 


| (Pen =1 和 /Ds Jdr=0. 


可 见 将 o 有 限 条 件 除 去 后 ，|fdps 不 一 定 等 于 gsdp 。 


定理 7.14 设 (X,XX,，51X52, kiXhs) 是 z 有 限 测 度 窑 
间 ( So 和 (ys yp) 的 乘积 ， 又 FEcS Sa Mr Xr) 
《EB) = 0 的 充分 必要 条 件 是 对 几乎 所 有 2%， 有 (BE, ) = 0%*? 。 


( 或 对 几乎 所 及 ， 有 a(B。) = 0.) 


证 明 由 乘积 测度 kX<p 的 定义 ， 我 们 有 
(uus) (FE)= an = | gsdps. (7.18) 


砍 果 (pa = 0， 注 意 左 和 gs 是 非 负 可 测 肖 数 ， 那么 从 
定理 4.4 知 ,fs=0 a.e.{ 对 &.) 及 gz = 0 a.€. (对 jp,) 由 欣 名 话说， 
对 几乎 所 有 % 有 各 (三 < ) = 0 及 对 几乎 所 有 2 有 Ai ) = 0。 


反之 ,如果 对 几乎 所 有 入 有 ja(Ex,) =0: 那 么 fs = 0 a.e。 
(对 8) ， 由 式 (7,.18) 知 (> (2) = 0， 证 完 。 
,二 ) 耻 存 在 上 zeSa， (A = 0， 使 三 1 RE ) 0 }oAa.. 
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在 研究 两 个 rc 有限 测 度 室 间 (X, ,5, si) 和 (Xs, Ss £2)} 的 
乘积 中 ,8 是 0 代数 5, 玉 的 测度 , 它 与 与 测度 空间 【人 SpA) 之 
间 没 有 什么 联系 ， 但 在 马尔 林 夫 随机 过 程 及 款 论 的 研究 中 ， 
如常 是 与 Xi 由 的 点 有 关 的 $, 上 的 测度 ， 下 而 我 们 将 护照 前 面 
那样 业 定 义 这 种 测 床 的 乘积 。 ，. 

设 全 :So5) 为 测度 空间 (不 一 定 有 限 )， (Xs Ss) 为 
可 测 空 间 ， 又 jatxisBs) 是 吕 1 XS: 上 的 二 元 为 数 且 满足 下 
述 性 质 

i 当 t 固 定时， 它 是 是 (Xss 5 ) 上 的 有 限 测度 ， 

ii) 当下 圈 定时 、 它 是 {Xi,5) 上 的 有 限 可 测 实 函 数 。 

”对 每 - BeS, Xs,, 定义 部 的 实 函数 太 如 下 ; 


he(x1) = -ta{ 1 Es), HxieXl, (7， 19) 


.和 引 理 7,2 的 证 明 完全 类 似 ( 注意 jz(xis 站 :) 有 限 ) 。 可 以 
证 明 为 (XS;,1) 上 的 非 负 可 济 函 数 ， 因此 下 述 积 分 


{a dl 
存在 。 今 定义 S,XS: 上 的 集 函 数 如 下 ， 
«(8) = fad © jus bis, Bz dp, ES Xs: (7,20) 


容易 证 明 4 是 S\XS, 上 测度, 特别 地 ， 当 内 (GD) =j 和 p(x1 
TD) “1 对 每 =4eXiy 则 有 a(X2XX2) =1。 


a ) jax B ;) 是 Xi 类 台 上 的 二 移交 数 ; 症 指 的 一 个 。 ' 自 变量 ” 
-是 无 中 的 元 素 ，… 秃 一 “月 变 是" 是 和 中 的 元 康 4 为 明确 起 
见 ， 我 们 将 函数 和 的 “ 自 变 量 ” 亦 写 册 来 ， 故 这 蛙 的 zs Cx 
忆 :) 就 是 函数 za 而 不 是 器 在 点 (#t 2 二 的 值 .: 

了 人 全 


为 了 明确 起 见 ， 有 时 我 们 用 符号 |fwi(dxD) 表 示人 fdu， 其 


中 f 蚌 (X,,$Siyk) 上 的 可 测 函 数 。 对 任 一 固定 的 xjsX1s (和 
$3,)} 上 的 可 测 淫 数 g， 关于 加 (X15B2) 的 积分 ( 甘 它 存在 的 话 )， 


用 符号 [opalx1sdxs) 表 示 之 ， 显然 它 依赖 于 xX， 
运用 这 些 待 号 ， 我 们 可 以 将 9 表 为 


a(B) = (exeatosra)atcisaxa)。 (7.21) 


富 比 尼 定 理 


本 节 我 们 研究 乘积 测度 空间 上 的 积分 与 分 支 测度 室 间 上 
前 积分 之 间 的 关系 ， 先 介绍 一 些 符号 : 
天 是 测度 空间 (XXK,, SS HK ta) 下 的 可 测 遍 
数 ， 著 其 积分 存在 ， 贴 记 为 


[sate 


并 称 1 的 二 重 积分 。 对 每 一 xieXiyhx 表示 4 的 由 x 确 定 的 堆 
河 ， 它 是 (下 ,Sips) 上 的 可 调 冰 闭 ， 若 hx 能 使 


~ df) 


有 定义 ， 则 习惯 上 记 成 为 f(x Xs ) dj， 比 时 有 (x15X:} 不 民 
表 # 在 点 (xyxo) 的 值 。 车 [ai 也 有 沉 义 ， 则 它 也 可 记 为 


| fag = Ja sxXa) dradu = | dp als ss) di 


类 和 似 地 ， 令 g 为 定义 在 区, 上 出 等 式 
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人 erd=| hn, dp = gx) 
确定 的 函数 ， 若 其 积分 存在 ， 则 记 为 

fad = (ji {x19 Xu) dud = jew 人 ex ,x2) dj, 
如 分 有 dadw 和 [idpsdu 称 为 E 的 到 积分 。 


设 BeS,X53,， 我 们 用 下 面 的 记号 表示 kh 在 上 的 二 重 积 分 
和 屋 积 分 ， 亦 即 x 到 的 重 积 分 和 炙 积 分 


人 hd (p< He) 3 | Jaana | aaa 


“Bs E 


定理 7 了 .15 ( 富 泪 尼 定 理 ) 设 (XZs930XSs, paa) 是 
0 有 限 测 度 空 间 (XX1 S182) 和 (Xs, $s, py) 的 绞 积 ， 苛 4# 满足 下 
述 两 条 件 之 一 : 

i) 是 与 (XXXZZsS0XK Ss 如 XH) 上 的 非 负 可 测 函 数 几 
平 处 奸 相 等 的 广义 实 函 数 ， 

i) 关 是 (XXXSaXps) 上 的 可 积 困 数 ， 
则 名 的 两 个 善 积分 均 存 在 ， 且 


| hd(nMn) 二 [an, 人 ee) 好 Ha 一 je h (wis Xa dpe, 


(7.22) 
证 晶 ”分 五 步 证 
1) 设 h 是 乘积 襟 间 的 特征 函数 ， 即 
= Xs EeS, Xs 
对 于 固定 的 x,eX ts(XisX2) 为 X。 上 的 函数 且 等 于 Xz 《xs ) > 
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因而 有 
{atria) di =H2( Ex )}, 
再 由 (7.16) 式 得 

rsd) = (apa) (EB) = feel Ex, dn 


= dns (xe (risxs) de 
词 理 可 证 
xsd (nsx) = a rs) dh 
2) 当 ? 是 乘积 室 间 的 非 负 简单 国 数 时 ， 设 


半 
k= EE aixe 
那么 ， 


. 本 . - 
Jad) dp 二 2 0i | (xs Xa) dp 
- 了 一 . 


= Qiftaf (ED, = Ea aifs, . 


因此 ; fa(xioxa) dni 为 (XX,， $8) 上 的 间 负 可 抽 国 数 ， 从 而 
各 积分 Ja h(x ,Xs dis 存在 且 


Ja EAL 二 三 if dy 
一 2 ai (RXta) (Er) = {iatwxes). i 
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1 dts{ (xxa) a = |ad(u Xe) 四 


3)》 设 # 是 隘 积 容 间 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 这 时 在 乘积 空间 
上 取 一 串 非 负 简 单 函 数 了 有} 使 nfh， 那 么 由 非 负 可 测 测 数 
的 积分 定 头 及 已 证 明和 的 区 ， 有 


hd (Xt) = lim hsd (pu) = 
= lim {di fon xs) dp ， (7.23) 
HH—r ca 


对 每 一 xieX， 邻 fn (Xx) = {C1s xa) dh, 


4 


F(x) = jh sxe) dp . 


当 % 固 定时 ，h(x1s7s) 是 XX 上 的 非 负 可 测 函 数 且 单调 上 升 
于 hx xs), 是 单调 收敛 定理 ， 有 


lim fa(x,) 二 ft{x) 四 


此 外 ， 由 序列 { 有 上 的 性 质 可 知 ，{ 不 上 是 单调 上 天 的 非 负 
可 测 函 数列 ， 出 音调 驳 仑 定理 及 (7 ,23) 有 


hayes) =lim fn(x) da, 
= Jdan = {an fits) en . 


同 理 可 证 [8d (Xps) = [dpa (x 5x2) dp 
4) 没 h 是 六 XXs。 上 的 广义 实 函 数 且 几乎 处 处 等 于 一 个 
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非 负 可 测 函 数 刀 ， 则 
{ [A R(xiyxa) h(xis Xa) toE, 
其 中 ESXS 且 (人 eatE) =0。 由 定理 ?7.14 知 丰 福 集 44,， 
舍得 
(2) AieS,, H(Ad) =0, 
(5) 对 XeXN\ A » 有 #2 (Bx ) = 
由 和 集 5 的 定义 知 ， 对 于 园 定 的 x,， 担 有 : 
| = (xs sa), TERN Bx , 
故 由 (5) 知 ， 对 于 固定 的 XeX\A4,， 有 (x, ,Xo) 与 h(x@,X2) 在 XX 
上 风 平 外 好 相 等 ， 因 此 有 


i i | 
h(x s Xo) di 一 Vi Ei 


于 是 
iawoxoo = (站 xm = {a Bs, za) dp 
= ai fits za) dn . 
同 理 可 证 | 
jia (ki ps) = (a pi (za Ya) dp 和 
可 见 在 i) 的 条 件 下 定理 成 立 。 
5) 设 h 为 (XXXs， SX$, spXis). 上 的 可 积 函 数 那 么 


有 +, 分别 与 XX 上 的 非 负 瑟 测 浮 数 几乎 处处 家 等， 数 直 
已 证 得 的 人 有: : 


Naat xp) = jara (pxXps) - fac 


= feed 人 Cx xa) dH 一 ffi s 22) He 
= 人 eac Cress) dhs 一 fh- Geisxs) apa) 


= du Css vo) di 。 
同 理 可 证 | ka(wiXp) = {a a ;Xa) df 。 证 完 。 


注 1， 从 定理 证 明 中 休 知 ， 当 有 是 下 ,XX 上 的 非 负 可 测 
谓 数 时 ，J4(XsXo) dps 是 (St 上 的 非 负 可 测 函 数 。 若 
与 了 ,XX 上 非 负 可 测 函 数 几 乎 处 外 相等 ， 则 了 和 Xi1,X2) 与 
(9345 ) 上 的 非 负 可 测 函 数 几 平 处 处 相等 。 

注 2， 若 hb 在 (XXX,，S1<5,， RD 上 可 积 ， 那么 从 


a axis dra = idlesXns) < + oo 


可 知人 和 (XX) dp 为 (Xs, ;1) 上 的 可 积 闭 数 ， 从 阐 几 平 处 
钼 有限， 攻 对 几乎 所 有 的 xX， (X59) 为 (E2s$osHs) 上 的 可 
积 函 数 ， 如是 说 ， 从 在 4isS3， » H(A = 0, 使 对 每 个 定 的 
xied ， R(X, Xo) 是 (Xss$2,42) 上 的 可 积 通 小 . 

下 面 讨论 两 个 go 有 限量 完 省 的 测度 空间 的 续 积 . 设 (X,， 
$51) 和 (X33,12) 古 两 个 完 且 的 9? 帮 限 测 演 空间 ; (了 天， 
SS 和 Xe) 是 它们 的 滁 积 空间 ， 读 者 自然 会 同名 Xi 作 
为 SS: 下 的 测度 是 哲也 完备? 一 般 说 来 , pnXps 未 必 完 备 ， 
这 可 由 下 述 例 子 看 六 , 设 X= 羡 ; 为 实数 室 间 R 中 的 单位 区 间 ， 
$,=$; 是 单位 区 问 中 的 波 界 尔 集 族 =p 是 直线 上 的 惑 风 
客 测 度 ，4, 是 了 ,的 一 个 不 可 测 子 集 , Xs 是 立 , 中 任 一 固定 点 ， 
及 1XX 率 2 上 的 矩形 41X {xi} 是 不 可 测 的 ， 但 它 是 天,XX。 上 
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某 零 测 集 的 子 集 ， 就 是 说 ， za 不 是 $,XS 上 的 完备 调度 。 
现在 用 第 二 章 定理 2.5 的 完备 化 方法 将 $,X$。 上 的 测 底 


< 完备 化 ， 并 分 别 用 $<, 和 x 汉 所 表示 完备 化 后 的 o 代 
数 和 测度 ， 这 样 便 得 到 一 个 完备 测度 空间 (XiXX, SS 
tpn), 称 为 {XX 9 S13,, aa 的 完备 化 测度 空 
间 。 在 此 完备 化 测度 空间 中 , 富 比 尼 定理 仍然 成 立 ， 但 其 证 
明 须 借 肋 于 下 述 引 理 。 先 介绍 一 个 与 噬 引 理 有 关 的 术语 。 

设 (XS 由 为 测度 空间 ， 将 0 代数 $ 上 的 测度 u 用 定理 2,5 
的 完备 化 方法 可 得 8 上 的 完备 测 度 刀 这 时 称 测度 空间 ( 芳 ， 
$ 3 罗 为 测度 空间 (X,S ,4) 的 完备 化 测度 空间 ， 

引 理 7,3 设 (X,$ , 站 为 测度 空间 ，(I,S ,站 为 它 的 完 
备 化 测度 空间 ，f 为 X 上 的 广义 实 函 数 ， 则 f 是 (了 ,SY ) 上 的 
可 测 汪 数 的 充 要 条 件 为 ， 存 在 (X,5,p) 上 的 可 测 画 数 g， 使 


得 


f(x) = g(x), NxeX\d, 

其 中 eeS$ 昌 Ad =0。 
证 明 必要 性 ， 设 六 ( 疏 ， S ,由 下 的 可 测 函 数 ， 记 实 数 

室 间 下 全 体 有 理 数 所 组 成 的 集 为 卫 ， 叉 令 

EL = {x Fr) rr} , reD, 
那么 Bes, 故 Er 可 表 为 

=FrUNr 

关中 psy “Noch AreS, nlAr)=0. 
令 UAr= ‘A, 则 从 D 是 可 齐集 知 4e$ 且 4(4) = ‘0, 今 构 造 函 数 
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gg 如 下 


f(x) 了 及 
g(xX) = 
XEd 。 


那么 由 下 式 
{x gx) r= x gl <r} A) 
ICE{x: gx) Tr} NAN), 


‘9 当 7 志 0 时 
{4 当 ?>> 0 时 s 


{ xigx) rt NA = (xr) rN A’ 
= (FrUNA)NA =FNA’ 


并 注意 到 4e5,F, 中 4d'es, 便 知 g 是 (X,3,n) 上 的 可 测 函数 , 
这 个 5 即 为 所 求 的 可 测 函 效 。 
.充分 性 ， 车 大 在 (X,$,n) 上 的 可 测 函 数 g, 使 得 
fx) = g(tx), NxsX' A 
其 中 4eS 生 4(4) = 0。 则 对 任 一 实数 c， 


{x = {x glx) ey NA IU 
C{x: fr) <e} Nid, 


显然 1 x1g (x) ey N Ae$, { x:f (xj <c} NAc4, 页 
{rxtxle }e §, 
即 f 为 (X, 必 ) 上 的 可 测 函 数 。 证 完 ， 
定理 1.16 设 {X,XXs,S 3 Xu 了 是 (XIXXss S r 
XSsspXpa) 的 完备 化 测度 空间 ， 又 1 为 (XXE,， SS, ， 
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{ x00 Cr } NA= 


ja) 上 的 非 负 可 测 通 数 或 可 积 函 数 ， 则 
jadi Sa = ‘am hs) dp = {apa hx, xa) de 


证 明 由 引 理 7.3 知 存在 {XiXXsSXSssLXKks) 上 的 可 
测 罚 数 g， 使 = gs9.6.( 对 KXHz) ,又 由 定理 ?7.15 及 定理 7 ,14 
我 们 有 


ja nes ) = [gd me) = [od (eX) 


A ) di = [a hs x2) dpe 


-一 一 P 
同 理 hat Hb) = [E28 xixe) adi。 证 完 。 


.利用 上 述 理 论 ， 可 给 出 二 维 蔓 风格 可 测 集 测度 及 可 测 


函数 的 定义 。 设 R 为 实数 空 闻 ， 予 是 R 上 全 体 鞭 风格 可 测 集 
组 成 的 代数， 为 勒 贝 格调 度 。 若 测度 空 闻 (XX,,S,, wn》 和 
(有 2,52510) 均 为 (R,B , 工 )， 那 么 $1 中 的 集 称 为 二 维 蔓 风 
4 一 一 二 
格 可 测 集 ,Xeaas 称 为 二 维 勒 贝 攻 测 度 ， 而 (XX, SS 
本 Xe) 上 的 可 测 函 数 称 为 二 维 勤 贝 格 可 测 函 数 .如 前 所 述 ， 
二 维 勒 下 格 测 永 并 非 两 个 一 维 勤 贝 格 测度 的 乘积 ， 和 而 是 这 个 
柔 积 测度 的 完备 化 测度 。 
对 于 (7 .21) 式 确定 的 测度 9 有 类 似 于 定理 7.15 的 结 论 。 
定理 ?7,17 设 q 如 (7.21) 所 给 出 , 且 满 足下 述 条 你 之 一 ， 
i) 8 与 (XiXX41，S$;X$s， 四 上 某 一 非 负 可 测 应 数 几乎 
处 处 相等 ， 
这 ) 下 是 (天 1 从 下 2 $1X 3,, 4) 上 的 可 积 函 数 ， 
儿 1 间 


则 | 

人 ra = | pdx) st sx WaldX), 
这 定理 的 证 明 与 定理 ?7.15 完 全 相似 ， 读 者 试 自 证 之 ， 从 
证 明 中 ， 不 难得 出 ， 若 h 是 (XKXs ,SK S$,， 人 上 的 非 负 可 
调 函 数 ， 则 fi(x#lsxs)Jufxzisdxsy 是 (六 ， :3 的) 上 的 非 负 可 测 汪 


数 。 又 当 ? 是 (EXXs，SXS 9) 上 的 可 积 函 数 时 ， 对 邱 平 
所 有 xi h(x,, Xs) 沟 (及,， $,, Hlxs 过 3) ) 上 汐 可 积 本 数 。 


§7 有 限 个 测度 空间 的 乘积 : 


首先 考 虚 三 个 有 限 测 度 室 间 (Xi，Si, 1)s i=1,253， 
依 §5 所 述 ,我 们 可 作 $,X$, 上 的 测度 xpss 然 后 胃 作 如 XA 
与 Ks 的 冬 积 ， 得 到 $1X$X$。 上 的 测度 {pt2) Xa 若 A,>< 
4 为 SXS2XSs 让 的 可 测算 形 ， 则 
(Wn) nt A A Xd,) = 
{ (1 Xus) (CAA) past A) = 


类 似 地 ， 可 作出 SX，X$4 上 的 测度 六 (Ys)， 它 在 可 和 矩 
形 4 4 上 亦 满 尼 


(RK Ks) (A AXAds) = (A ja DA) 


天光 不 论 接 什么 次 序 结合 三 个 测度 的 乘积 ， 所 得 到 的 都 是 
有 限 测 度 并 在 可 测 矩 形 上 相等 ， 从 而 在 SCSXKSa 上 相等 。 
可 见 三 个 测度 的 膝 积 与 结合 次 序 无 关 ， 于 是 可 记 作 XinXus 


或 X Kis 
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设 Ee SWXS2X$s， 由 5 中 两 个 测度 乘积 定义 有 
(ures Xps) (B) = | dps [zs ApiX pa) 
jars (a | za 3 


再 由 两 测 庆 空间 生 积 的 富 比 尼 定 理 知 ， 上 式 最 后 一 项 王 可 分 
的 先后 次 序 是 没有 关系 的 。 

其 次 ， 利 用 数学 归纳 法 可 将 上 述 结论 准 广 到 任意 有 限 多 
个 ac 有 限 测度 空间 的 乘积 ， 


定理 7 .18 设 (iiSispki3oz= 1， 2 3 是 2 个 c5 有 限 测 度 
空间 ， 对 每 一 Fe X $i， 令 
3 a(E)= (dn [dtd {7.24》 
则 # 是 汐 $i 上 的 oc 有 限 测度 , 且 对 $i 中 每 一 可 测 乱 形 4,X-… 
X41 有 z 
n (MX KA) = {pl Ai) 


上 述 条 件 唯 一 地 确定 了 kk. 

证 明 定理 7。 18 显 然 是 本 家 定理 7， 24 的 特殊 情形 ， 故 这 
时 省略 它 的 证 有明; . . 

注 1r(7. 24) 江 中 的 下 积分 与 次 序 无 关 . 事实 上 ， 任意 改变 
《7 。 24) 式 申 芝 积分 的 次 序 ， 定理 7.18 仍 成 立 ， 因 此 它 和 8 在 


可 测 矩形 上 相等 ， 从 而 在 X Si 上 相等 
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注 3; 从 (7.24) 趟 不 难看 出 闪 i 与 Wi(i=12,…,0) 的 结合 
次 序 无 关 ， 故 可 将 Xi 看 作 每 次 取 两 个 因子 的 连 乘积 ， 


Xt 《CD 


亦 可 看 作 ， 
评 ml Tig+t 
XX Hi = ZX( Xs; 其 中 0 =t 之 抽 过 Nm 
i=l Ki \ f=nge+l : 


由 (7.24) 式 确定 的 测度 4 称 为 测度 k.，…str 的 乘积 ， 记 作 
兴 wi。 而 测度 空间 (六 Xi， 兴 Si， 兴 后) 称 为 测 庆 空 间 (2 ， 


Si， 站 ) = 在 2 mp 的 鞭 积 。 
富 比 尼 定 理 亦 可 推广 到 ?个 测度 空间 乘积 的 情形 。 


定理 1.19 设 (X Xi, XSi 阁 ) 是 x 个 有 限 测度 空间 
(KaySispi = 1)2，…5a 的 当 积 空间 , 且 1 满 足下 列 条 件 之 一 : 

1) 4 与 ( 汽 Xis 儿 $ioXpr) 上 某 一 非 负 可 测 函 数 4.c. 相 
等 ， 

2) 是 ( 汉 2a XX Se 兴 4) 上 的 可 积 函 数 ， 


则 
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i) ja = | | ap, 
i) |aecx en = 


ck Na wha XK 同 ， 
i IH) +1 i=nm_ 1 + 
其 中 1 <n 一 …<am ia 上 两 式 中 右边 的 得 积分 的 次 序 是 
无 关 的 。 
证 明 结论 训 是 末节 定理 7 ,23 的 特殊 错 形 。 结 论 计 ) 请 读 
者 自 证 。 
与 二 维 情形 一 样 ， 我 们 亦 可 用 下 述 方法 给 出 (X Xi， 


光 Si) 上 的 测 训 ， 

定理 7 .20 说 【 丽 1 Si)， 1 (a72) 是 # 个 可 测 空 
间 , 吉 是 (XX ，51) 上 的 测度 ，pi (Xi_1 B7) (1 过 1 夺 2) 是 
XX.X$; 上 的 函数 ， 且 满足 

让 沼 X，…1 同 定 对 p(x 9Xi_i， Bi) 是 (Xis 31) 
上 的 有 限 测度 ， 

2) 当 Bie5; 周 定时 ， py (xys Xi_5B7) 是 (XNC…XXj_ 1 


S, X…XSi-) 上 的 可 测 玫 数 , 则 对 每 一 Be XX $;。 令 
gn(E) = faa) ile de) {xa ed) 


{7,25) 
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多 @. 是 尺 Si 上 的 测度 .特别 当 和 3 


2# 掏 其 概 率 调 放 时 ， 刚 za 也是 要 府 调 度 。 
定理 7.21 设 gr 如 {7.25) 式 所 给 出 ， 旦 8 满足 下 述 条 和 着 
之 一 : 


D 与 (XnXSivgn) 上 某 一 非 负 可 测 静 数 c.e, 相 等 


Xi，XSi，an) 上 的 可 积 耳 数 、 


1 


2) h 是 ( 光 


一 


则 
zav = J dx) 人 Gear) . 


CA Xn_1s Xr), (7 .26) 


下 面 一 并 给 出 定理 7.20 及 定 班 7， 21 的 证 天 。 首先 假定 定 
理 7.20 成 立 ， 往 证 定理 7.21. 用 数学 归纳 法 证 明 ， 当 nn =3 汗 
定理 7.21 即 定名 7.47， 改 定理 成 立 。 假设 定理 在 xi 时 成 
立 ， 今 证 定理 在 ?时 亦 成 立 。 由 (7.。25) 电 网 


gn(E) = |dgn anel, Xp Xn) 


将 定理 7.17 散 于 测度 空间 (S32Xi，3X$j，gn-1) 与 (Xn Sn， 


Hn CXLs i il? Bs:) ) 的 匡 积 (2;， Xx Si， dn) 即 得 


Jaag, = |dan. ial, 2 Xr dxn), 
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由 # 的 假定 及 上 式 知 | 
TX Xn ) = ak: ,Xn 1 dn) 
与 (多 Xi， 六 $i，4s-1) 上 的 非 负 可 测 函 数 4.e, 相等 或 为 
可 积 北 数 ， 由 归纳 法 个 定 可 徊 
fdan = J ax) J xudx:) -| RE 


dxn) ,定理 7 ,21 证 完 。 

下 面 回 过 来 证 明定 理 7。 20( 用 数学 归纳 法 ) 当 二 =2 时 ， 
(7 .25) 式 即 {7.21) 式 ， 故 定理 7 .20 成 涝 。 假定 定理 在 -1 时 
成 立 ， 往 证 定理 在 2 时 成 立 。 将 定理 7.17 的 注 用 于 


(i) (Xs 及 ta( sm.1， Bo) 即 和 
fa(Xis "Xn 1) = amtn | dm - 
为 ( 儿 Xi， 汉 $i) 上 的 非 负 可 满 函数 ,由 归 纳 法 候 定 及 定理 
7? .21 的 证 明 可 知 (7,26) 式 在 #-1 时 正确 ， 故 
go(B) = fa ee msdn) 


= sg) gn 


由 5 知 4n(E) 是 (X Xi，XXS 站 上 的 测度 证 完 ， 
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$5 可 列 个 测度 空间 的 乘积 


本 节 中 我 们 将 有 限 个 测度 空间 乘积 的 理论 推广 到 可 列 个 
乘积 的 情形 。 我 们 只 讨论 直列 个 概率 空间 的 乘积 ， 对 于 有 限 
测度 室 间 (发 *S ,#)， 只 要 p(X) 夺 90， 我 们 总 可 以 将 每 个 可 测 
集 的 测度 除 以 x(X)}， 从 而 得 到 一 个 概率 测度 。 但 由 于 “1” 
这 个 数 在 乘积 (特别 是 无 根 个 因子 的 乘积 ) 的 形式 中 上 古 有 特别 
重要 的 地 你 ， 所 以 A(X) = 1 绝 不 是 一 个 普通 的 条 件 而 已 。 

设 ( 和 1 Siyaii = 192， :为 概 蕴 | 间 序 |， 用 E 表示 


《 兴 Xi， 久 5D) 中 全 体 福 体 组 成 的 集 族 ， 正 如 本 章 革 2 中 所 


指出 ,E 是 XXi 中 的 代数 ，S(E) = 汉 Si， 且 每 一 互 eE， 均 可 
表 为 下 述 形式 站 


B= AX(%， x i 


其 中 # 为 自然 数 ， 而 ds eX $;， 令 


a(B) = (pdm Kn) Aa) .27) 
这 样 我 们 便 得 到 一 个 E 上 的 集 国 数 。 . 
引 理 7 了 ,4 出 {7， 27) 式 所 确定 的 集 覆 为 E 上 的 概 率 测 
度 。 
引 理 7。 4 是 后 面 引 理 7。 5 的 特殊 情形 ，。 故 这 里 我 们 省 略 其 
证 朋 。 上 出 引 理 7.4 及 第 二 之 中 的 测度 扩张 定理 ， 我 们 立即 得 
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于 下 妹 定 间 。 
定理 了 ,22, 设 (XiySipji = 1,2，… 为 祷 率 空间 序列 ， 赂 


0 代数 X $i 上 存在 唯一 的 浠 率 测度 4, 使 得 对 尖 XX: 中 每 一 柱 
体 有 E= 4 这 5 有 
De pr) (hn), 


其 中 he xX Se ls 


和 


CX Xi, XS » Xu 


称 为 测度 空间 (X75y945) = 1 2 …… 的 乘积 空间 。 
定理 7.22 中 ， 测 放 室 间 族 的 指标 集 为 全 信 正 整数 当 状 
标 集 为 任意 可 列 集 7 时 ， 只 要 在 了 与 全 体 正 整数 之 间 建 立 任 
意 一 一 对 应 关系 ， 这 样 定理 7。 22 便 可 推广 到 指标 集 为 任意 可 
列 集 的 情形 
定理 了 .227 设 (Xrs Srytr)， Ar 为 一 族 概 率 空 间 ， 其 让 
工 是 任意 可 列 集 ， 则 0 代数 St 上 奉 在 唯一 的 概率 测 I 度 x ， 合 -. 


对 每 一 柱 体 E = 本 mA czn， 有 


7- 二 (x "xX < Ca 四 
共 宙 4 并 T, 是 中 的 上 有 恨 于 此 , 洪 元 1 和 
i 的 计 i 
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测度 x 称 为 测度 mteT 的 乘积 测度 ， 并 记 为 Xpr， 而 测度 
空间 (光环 ， 六 3，X8D 黎 测度 空间 (0 ,Six0 ，tT 了 的 乘积 


空间 ， 

下 而 我 们 转 入 研究 马尔 可 夫 随 机 过 程 所 需 的 测度 乘积 。 
设 (天 jySi =1s2,… 为 可 测 空 间 序 列 ， 所 是 (天 | ;$,) 上 的 概率 
测度 ， in (Xs sn) EEK Ry ds 上 了 插 
形 数 ** ，# = 2,3,"…， 游 是 性 质 . 

党 is ;x 国定 时 ,rn(X ，Xn-1s Bn) 为 (Xs dn) 
上 的 慨 率 测度 。 

ii) 当 Bne3Sn 固 完 竺 ， ini "Xgl ;Bn) 为 可 测 空 间 (KL 
> Rg SX X51) 上 的 可 测 函 数 。 


仍 用 E 表 示 (X Xi，X$i) 中 全 体 柱 休 组 成 的 代数 , 对 每 


E=ArXOX XK 
其 中 hne X $i， 令 
atE) = Naar) Nasrssdxa) | 


| | 和 (7。28> 
这 样 侯 得 到 E 上 的 一 个 集 函 数 g. 


* ) 本 节 市， 我 们 用 Bs 表示 Ss 中 的 集 ， 而 An 表 示 X$i 中 的 集 ， 
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引 理 1.5 由 (7.28) 式 确定 的 集 函 数 为 代数 E 上 的 概 率 
和 首先 引进 一 些 符号 ， 对 每 一 + 之 1 我 们 用 外表 
示 必 ,Xi 用 E 四 表示 Xm 中 全 体 往 体 所 组 成 的 集 族 .类似 
于 集 备 数 4， 我 们 可 以 用 priffa rs Bayi)s prstxziy 


wensBnts) ,构造 E' 上 的 集 阔 数 g'”， 对 EeE, 容易 看 出 
扯 xxr 决 定 的 规 口 瑟 c .属于 Eco ， 和 县 - 


4(E)= fa fueas) | 


a 人 (Ex,, na si 


下 曾 分 三 步 来 证 明 引 理 ; 
I ) 往 证 (7. 28) 式 所 确定 的 集 函 数 # 是 不 含 温 的 . 如若 


BeE, HE- ArXX'" 和 E= AmXXm ,其 中 hse X Sis Ame 
X 


Xsi， 则 有 a(AsXX"m)=a(AmXX™ ), 


不 妨 设 出 28， 此 时 
m= 4 是 1 
班 4 的 定 艾 及 pn(xzis… "Xn 13Bn) 的 性 质 ， 有 


a AmXX 1™) = Jaan) mCi rm) 
Hm (Xi a Xm Xm) 
RCA EI EIR CA LA (ear … 
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Nx xm)itml ls" asXm-1s dXm) 
= (par,) x (X19 sm) 


Hp (Hs aX sn) 
= dA 人 ™) 3 
这 就 是 说 集 函 数 9 是 不 含混 的 。 


让 ) 往 证 4 为 E 上 的 有 限 可 加 测度 ， 且 4( XXi) = 1。 事 


实 上 ， 9 显然 是 非 代 的 ， 宇 意 车 XXX = 书 ， 其 中 eX Sis 
则 必 有 4 = 从 而 不 难看 出 g( 四 ) = 站 .因为 所 和 9 人 Xi 
fa-19Bn) 均 为 概率 测度 ， 由 4 的 定义 ， 立即 得 到 g (XX) = 了 工 。 


其 次 往 证 ， 4 在 E 上 共有 有限 可 可 性 。 设 忆 , EeE , 是 
两 两 不 相交 ， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 设 


Ej= AW 文生。 了 1 
(3 站 ， rj ， 
其 中 A， eX Si 3 j=l12 "sh, 显然 44; » j=1323" 
是 两 两 不 相交 的 ， 由 完 理 7,20， 我 们 有 


A 


od Ei) =gc(L )XKX 
1 j=1 


= 《dx J dr) | 
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jz 4 ] EE aX (CX, ss Xi sn ) 
Sy 


了 上 
牧 
= fi | wetxr dra) 1 
i | 1 1 | E24 1% 2 | 
En (xi XK) ns sts dy) 


= Eq(ED, 
了 = 
故 g 具 有 有 限 可 加 性 .。 
古 ) 往 证 8 在 EE 上 上 其 有 完全 可 却 性 。 由 第 二 章 定理 3.9， 
我 们 只 领证 明 :。 “对 任意 EneE， = 1,2,，…， 且 Bi4 及 lim 


&(En)>>0, 则 站 ,En 二 6”， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 设 


B=AXKXD 
B= AXX® 
Es = AnXR 


其 中 hneX Si 由 g 及 g' 的 定 尽 ， 我 们 有 - 


a(Es) = Jaar) Jus sdr,) {.. 


| Xa CX san) Hn (x 237" Xl x) 
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=|a [EI (dx). 


对 每 一 x EX,， 仿 名 nx = a CUBn) x1 ls 那么 @, 为 (X15,, 
pay 上 的 非 负 测 可 画 数 ， 且 


D(X1) = J rsd) 二 
| MX Cla Xn) hn san-1s dXn) 。 
注意 Bn(x1) 亦 可 表 为 
Daw) = 全 (zaz | 
{£0 ser) brs (lss tn dt) 


及 AnXXnt1 二 Ani1， 我 们 有 
DL (x) DX), JLxXLEX1 ， 


歼 存 在 叉 ,上 的 非 负 可 测 函 数 灾 ， 使 B(x) 1B{x)) ， 对 每 一 
XI1EX 成 立 。 由 控制 收 敏 定理， 我 们 有 


人 CDulecy = [lm (x adx), 
slim|Ba(x) (dn) =1img(Bn) >0, 
放 有 eX， 3 合生 (>0， 因而 lim®Bn(m)>0. 往 证 #6) ， 


事实 上 ， 若 eA; ， 则 多 (1) = 0; 从 而 ,Bn( 轴 ) =0, 2= 1,2， 
… 这 与 ,limgu( 刀 )>0 矛盾 ,综合 上 面 所 证 的 事 实 ， 并 利用 
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Gal) 的 定义 ， 我 们 得 到 下 述 结论 “存在 We41 ， 合 limg 


C(En)n2>07 | 
以 和 截 E… En 得 到 及 币 的 一 囊 单 调 下 省 柱 体 ， 
(ED)m (n>) 且 limg c(i2>0， 因 此 前 面 施 之 于 


义 Xi，{ En} 和 g 的 方法 可 以 同 粹 地 用 之 于 X 人 中 ， 


{ (fn 和 8， 于 是 得 到 不 。 中 的 一 点 巩 ， 使 (7,， 1p) 
Eds， = Yo) 截 EE,， EB,, … 得 到 闷 避 ? 中 的 一 串 单调 下 隆 
柱 休 LE，) 11 ne) (n=3), 满足 md COEn) 09199273 站。 


用 归纳 法 ， 我 们 可 以 得 天 一 申 和 #1;，- "rm"" 其 中 ?ne 
(Ws sn)eAm; RY, , 0 mtiy… 得 到 忒 4 
由 一 惠 单 调 下 降 的 柱 体 ( Bu) oam (n> 全) 满足 Hm a 人" 


五 70 合用 三 (ns Poy"'*y jr) 因为 对 每 
一 自然 数 4， 我 们 有 ("WeAn neRnRE: = An 多 


2 132; 9 歼 4Eoa =1,2,…， 从 而 间 E4 大 这 就 证 明了 


& 在 E 上 具有 完全 可 加 性 。 引 理 证 完 。 

由 引 理 7.5 及 测度 扩张 定理 ， 我 们 立即 得 到 下 述 定 理 . 

定理 7.23 设 (Xi,Si) i=1,2,… 为 可 测 空 间 序列 ，&, 为 
(五 , ,S$,) 上 的 概率 测度 ， 又 pa(xis ni Bn) 为 XX 
Sr-DXSr 上 的 函数 ，2 = 2,3,… 满 足 条 件 ; 

i) 当 x 固定 时 ,p(X Tn-1s Bn) 为 (Xn， So 
上 的 概率 测度 ， . 1 

和 ) 当 Bue34 因 定时， pax "Xn1s Bn) 为 可 测 空 间 
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(XIX…XXn-ia51X…XSm- 上 的 可 测 肖 数 . 则 在 9 代数 XSs 


上 在 在 唯一 的 概率 测度 4g， 使 对 于 每 一 个 福 体 E= AnXZ > 
有 . 
{EB}= euro [astars) - 


| 和 (7.29) 


其 中 AneXSi(n=1,2,…). 


8$9 ” 非 可 列 无 穷 个 测度 空间 的 乘积 


本 节 将 测度 空间 乘积 的 理论 推广 到 非 可 烈 无穷 多 个 因子 
的 情形 。 设 T 为 任意 非 可 列 无 穷 集 ， 对 每 一 teT (Xi Siokr) 
为 概率 空间 ， 由 定理 ? .9， 对 于 XS$: 中 每 一 集 E， 存在 了 的 可 


列子 集 To, 使 . 
B=A, X(t XX x), 


们 1ETY\ To 
其 中 44， & XC Si ， 今 
a teéTo i | | 
KE) = (XK pho). | (0) 
因 对 一 teT, py 是 概率 测度 ， 昂 知 k 的 定义 是 不 含混 的 ， 即 车 
B=Ar XC RKORE™ hs XOX ; Kt)， 则 有 
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uAr XXXDD=Aao X( XK ,Ni)), 
ra 花心 Te TET A TEY 


£1 


其 中 To 了 2 "为 7 的 可 列子 集 ， 是 TocT5 ,又 4， $1 
2 i 
440DeX 4 St ， 这 样 我 们 便 得 到 XC$t 上 的 一 个 集 对 数 /， 
1ET oy 1 
定理 7.24 “由 (7.30) 式 所 确定 的 集 轩 数 /为 XS: 上 的 概 


率 测 度 。 . 
证 阴 显然 4 是 非 负 的 ，Hu($) =0， H(AX1) = 1. 往 证 


# 具 有 完全 可 加 性 ， 设 EnepsSs .入 二 1*2，… 且 i Pn } 两 两 不 相 
交 ， 不 失 一 般 性 ， 我们 可 设 


- = 《各 一 是 曲 本 

ae X (X20 n= 12, 
其 中 To 是 了 T 的 可 列子 集 ，476 eX $4， 一 1,2,… 易 知 476， 
两 两 不 相交 。 由 定理 ?.22/ ， 我 们 有 


A(U Ba)= (Xn) (0 4) 
Li] feToy 各 三 1 


= (As Y= ABs) 
所 以 4 是 完全 可 加 的 。 综 合 上 面 所 证 得 的 绪论 知 ,为 XX.$; 上 
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的 概率 测度 。 定 理 证 完 。 
测度 x: 称 为 测度 gr，te 了 的 筠 积 ， 记 为 Xu ， 而 测度 空间 


(XXt ， 3 。 交 A) 称 为 测 魔 空 间 (xr，Sr ya) ieT 的 乘 
和 。 


§10 独立 随机 变数 


本 节 我 们 应 用 前 面 所 学 的 测度 论 知识 来 讨论 概率 论 中 关 

于 独立 随机 变数 的 某 些 问 题 。 

设 ( 瑟 ， $ .2 为 概率 空 肯 3 LiES， = Js25''* sds 如 果 对 任 

窟 mn， | 
HAN AN NAA) = (Aa de) a Am) 


那么 41,42,… ,An 称 为 相互 独立 的 。 

设 4e3, teT， 如 果 其 中 任意 有 限 个 集 都 神 互 独立 ， 则 坎 
{ArsteT } 相 所 独立， 

设 CoC “ 为 可 测 集 族 ， 如 时 对 任意 4ieCi， i= 
2 4 4, :部 相互 独立 ， 则 称 距 n 个 集 族 相互 
独立 。 1 
显然 若 人 1,C,… ,rn 相 互 独立 ，s i Im 是 1 2 2 


中 任 党 wm 个 数 (m<n)， 又 Ch 世 Ci = 120 my 则 CH 


-，C 也 相互 独立 ， 


六 可 测 集 旋 C ,1eT 称 为 相互 独立 的 ， 如 村 其 中 任 总 有 
限 多 个 族 均 相互 独立 。 
引 理 7T.6 设 z 族 CC 相 互 独 六 ， 则 SCC,), 
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SC "SCC:) 亦 相互 独立 ， 其 中 久 C;) 表 Cy 产生 的 og 代 
娄 ，1 一 1,2 "7, 

证 明 先 证 3(C0); Cos" yCy 相互 独立 。 用 上 表示 $ (C,) 
中 满 寿 所 要 证 明 的 竹 质 的 集 所 组 成 的 集 族 ， 显 然 & 是 4 族 且 
包含 z 族 C,， 故 A= SfCi)， 这 便 证 明了 3S(CC:，…，Cn 和 相 
互 独立 。 一 般 情 形 可 用 类 似 方法 并 用 数学 归纳 法 得 和 击 。 引 理 
证 完 。 

推论 ” 若 可 测 集 4 和 各 8 祖 互 独立 ， 则 4 和 B 5 4 和 了 
4 和 8 均 相 互 独立 。 

证 明 令 S,= .44 ,艺人 册 上 和 3 = {1 了 3 B7 区 } , 显 
然 $S: =S({14}+，Ss=S(C{t3B)， 由 引 理 7.6 即 得 所 证 的 结 
论 。 证 完 。 

引 理 7,7 设 f 族 GC CrsCnris…Cnim 相 互 独立 ， 
则 go 代数 S$, 二 5 1 CU… UC 和 zw 代数 S$:=3S31 Ca U…U 
Curm} 也 相互 独立 。 

证 明 今 

A= {CN NCn: CER 或 Ci = =125 sR } 
B= {CaN Crimi CieCi 或 
Ci=R, i=t+1ls" tm 


由 定理 的 恨 定 知 和 和 B 相 互 独立 ， 关 然 A 和 BB 为 x 族 ， 且 $， = 
$A), $, = 5(B)， 币 引 理 ?,6 知 5, 与 $, 相 互 独立 。 引 理 证 完 。 
设 所 :为 ?个 随机 变数 ， 用 记 ; 表 #; 的 分 布 遂 数 ， 


25 表 避 的 概率 分 布 ，bs, 家 i 产 生 的 LS. 测度 ，S(&;) 表 集 
族 {67 (B): BeB } ,i=1,29on, 念 志 = (和 


由 定理 6.115 为 (X,3) 至 (R",B") 内 的 可 测 变 换 。 用 了 表 &, ， 
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的 联合 分 布 函 数 ， Kr 家 fF 产生 的 n 维 5,5. 测 度 ;t5" 表 
EslEss En 的 概率 分 布 。 
z 个 随机 变 激 5 ,Er 称 党 相互 独立 的 ， 如 果 对 于 任 
意 f 个 实数 4 ,4,，… ,4 均 有 
P(A sas :1n) = FCA YF, A ) Pn( 4), (7.31) 


定理 7.25 下 述 四 命题 等 价 

i) 下 相互 独立 ， 

过 ) 集 族 SC ， SEE Sn) 相互 独立 ， 即 对 任意 
BieB,, i=1,2,'*' sn 均 有 


np(é&7 (BYNEz (BN NEs (Br))= 


uF (Ba(E2 (Ba)) oop (B57 (Bn)). (7.32) 
iii) 2 (7.33) 


iv) Hp = ps: - 
证 明 i) 一 ii) 令 
Cj;= { (一 cc， hs 略为 实数 上， 
则 人 Gj 为 x 族 ， 目 SC;) = 日 ， 从 而 


S$S(E) =E. (B}=S (EF (CI)) ,i=1,2,. (7。35) 
易 知 57 (C0;) 是 x 族 且 由 (7,31) 式 知 ，87 (C1), 51(C2) ，… 
5&9 (Cn) 相 互 独立 ,由 引 理 ?7.6 和 (7?7。35) 我们 有 S(&1) ,S$S(&,)， 
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S$(En) 相 互 独 立 ， 
ii) 学 订 ) 由 (7.32) 式 知 ， 对 任意 BicsB ， = 1 2 撞 
有 


HEXKBn) = (XEr MKB). (7.36) 


(7.36) 式 表示 个 -+ 和 X 67 在 n 锥 实数 空间 的 可 测 第 形 上 相 


等 ， 因 全 体 可 测 矩 形 组 成 R* 中 半 环 且 包 含 R"， 16- n 


£7 是 有 限 测度 。 由 引 理 2.5 即 得 (7.33) 式 。 
iii) 全 iv) 由 引 理 6.2 及 6.27 即 得 。 
iv) > i) 对 任意 实数 和 4，… 和 0， 由 (人 7 .34) 得 
pe(XK( ~ ok) = (Xprs NX (0))， 


上 式 即 (7,31)。 定 理 证 完 ， 
定理 7.26 设 #+mm 个 随机 变数 ,… Ens Ent1 四 Ens sm 
相 筷 独立 ， 天 和 分 别 是 (R?,B") 和 (RY,BY) 圭 的 内 尔 冰 数 ， 
刚 户 (和 sn) 与 ftEnr19-… En4m) 相 互 独立 ， 
证 明 令 
S56b2, En) = SC {Er (CB) 
i=1,2,.… at, BeB } ) 
S(Enrisbntas'" senrm) = $(+{ £7 (2B): 
f=R+t1srsR+m, BeB } ) 
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由 引 理 7.7 知 ， SEE) 与 人 1 相互 
独立 。 设 B, 和 和 B, 古 任意 两 个 波 雷 尔 集 ， 负 
中 xs fi(E(x) ,En(x) YeB, 及 
{ xs fa EnriCx) Et yeB, }) 
= 二 xy FE (x) ,Snr) eB, }) 
要 
南方 (5 :站 与 天 (El oo 相互 独立 ， 
定理 7.26 可 以 推广 为 下 述 定理 。 
定理 了 .2617 设 扣 7 和 2 了 =1s*2 1 是 丰 互 
独 站 随机 变数 ， 方 为 全 维 由 汞 国 数 ，1= 12 下 则 六 (5 
“ Ein, ), ja( E21s."s Gan, EA ) 为 相互 
独立 随机 变数 。 
证 明 ”完全 类 似 于 定理 7.26， 请 读者 自行 完成 。 
定理 7.27 设 随 机 变数 包 ,二 相互 独立 且 避 的 数学 
期 望 卫 (ED 大 在 ， 2 则 五 (全 二 :站 亦 存在 县 
ElE Et) = E(E)E(E,) Et(En). (7.37) 
证 明 设 5; 的 分 布 阅 数 为 PF;， t=] 2, ,Hs é,, 二 "te 
的 联合 分 布 函 数 为 了 。 先 设 151 二 ls29*"* sn 是 非 负 随 机 变 
数 ， 由 定理 6,12 我 们 有 


上 二 | 3 (7 .38) 


由 假设 = X we; ， 利 用 窗 比 尼 定 理 及 定理 6 10 


干吗 十 四 +m 
| aa 一 | dur aeuns 本 [and 


239 


= sdu [sad | Endy . (7.39) 
综合 (7.38) 和 (7.39) 得 
[Siar tnd = 人 ae 人 ae。 (7.40) 
对 一 般 &1， 因 E(E8i) 存 在 ， 放 8E{ 玫 | ) 亦 存在 ， 对 |5 1 ,15,1， 
1 使 禺 等 式 {(7。40) 即 知 且 二 存在， 重复 名 为 非 负 
随机 变数 对 人 7 。40) 的 证 朋 ， 即 得 
E(BiEEn) = EE )E(E,)...E(E:), 
定理 证 完 ， 
定理 7.28 若 #1,5.，… ,Bn 析 互 独立 ; 且 它 们 的 二 阶 和 矩 都 
存在 ， ME + Es 十 及 制 +E8o 的 二 阶 矩 存在 ， 县 到 :十 十 én 的 方 
人 差 筹 于 各 其 项 方差 之 和 。 
证 明 仅 就 4= 2 的 情形 来 证 明 ， 一 般 情 形 可 奖 似 地 证 
朋 。 由 


E({E + 62)) = B(E1) + 2B(EE;) + ECE2) 


知 ，51 如 的 二 阶 算 存 在 。 由 定理 7.27 我 们 有 


E((E — ECE (Es ~ ECE,))) 一 
E(B ~ E(SN BE(Ss ~ E(E)) =0, 


故 
D"(&+6) = | (全 + 一 B(E) -和 sd 


= |(§1—E(8))dn 
+ 2 | 全- B(E)) (8 EF(E2))de 
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+ |(&2— B(E2))’dn = D'S) + D:(&,) 。 

定理 证 完 。 

随机 变数 相互 独立 的 概念 可 以 推广 到 一 族 随机 变数 。 设 
{ EtsteT 了 } 为 一 族 随机 变数 ， 如 果 基 中 任意 有 限 个 随 机 变数 

是 相互 独立 的 ， 则 称 {tT} 相互 独立 ， 
在 研究 相互 独 并 随机 变数 序 神 时 , 落 名 的 KonMoropoB 
零 一 律 和 Borel~-Cantelli 引 理 起 着 重要 作用 ， 下 面 我 们 来 
介绍 这 两 个 定理 。 

定理 7.29 设 1,529* En… 为 相互 独 立 随 机 变 数 序 
列 ， 瑟 的 子 集 4 若 满足 


Aef\ S(Emsm>n) 


则 A 之 概率 只 能 为 零 或 一 . 

证 明 令 

A= {A AeS, (AA) = A) A)} 

如 有 果 我 们 能 够 证 明 4e&， 即 得 定理 的 证 明 ， 困 为 这 时 

4= 区 dd4)= CU) 
故 A(4) 非 等 于 零 或 一 不 可 。 

出 独立 性 及 对 A 的 假设 知 S(E19503 0) 二 名 ,= 1 
因 所 有 3(519:… E54)， n= 12>*" 的 集 组 成 一 个 洁 于 A 的 代 
数 ， 它 产生 的 5 代数 为 S(E 5 的)。 另 一 方面 由 上 前 
定 头 易 知 胡 为 单调 旋 , 由 A 二 (Ey ,Es 人 dcSCE 
5 该 4EA。 定理 证 完 。 


推论 ” 沙 9 是 一 个 随 宙 变 数量 关于 站 Sm>a) 可 测 ， 
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则 存在 常数 c， 使 以 {xx)=c})=1，。 

证 明 ”内 定 理 知 对 任意 1, 和 x:3(x)<4 上 的 概率 只 能 取 
零 或 一 ， 亦 即 ? 的 分 布 函 数 了 只 能 取 零 或 一 ， 赦 存在 常数 c ， 
使 AT xsfx)=c =1。 推论 证 完 ， 

定理 7.24 称 为 哥 幕 再 洛 夫 零 一 律 。 作 为 它 的 应 用 我 们 考 
虑 下 述 问题 。 设 MneS,n= 1,2,… 我 们 要 计算 ImaM。 的 概率 ， 


令 


En = Xu R= lr 
车 Man =152,… 相 互 独 立 , 则 上 述 {54 } 满足 定理 7,29 的 所 
有 条 件 ， 故 x(limMs) 只 能 到 零 或 一 .下 国 的 Borel-Canteifi 


引 理 给 出 判别 每 一 种 情形 的 准则 。 
定理 1.30 设 Mye$ ,n=1,2,…， 令 4=limMs 我 们 有 下 


面 结果 ， 
让 洛 守 MW) < Treo， 则 wx( A) =0。 
二) 车 M1 ,Mss… Mn，… 相 互 独立 ， 且 二 pA(244) = 


+o0， 则 gt A)=1， 
和 证明 i) 对 任意 正 整数 x、 有 


A SHU MST pME), 
RB .R= 
令 9->co， 上 式 右 端 趋 于 0， 故 AL4)=0 
让) 显然 4 = 中介 Mh ， 因 MyMrwyaMw… 相 让 独 
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立 ， 击 引 理 7.6 知 于 4 ,2 = 1,2，… 也 相互 独立 ， 故 
1-pL=R4D)=Time(ar ) 
= lim lim a( HM ) 


> 。 列 十 T 计 反 
=lim lim uM ) 
m= 


tH» MN 


Li i 
=lim lim FH (1-—-n(M)), 
一 


因 对 任意 实数 a(0<<2 专 1) 我们 有 a "1 一 a， 部 


T+ 
Eo 一 也 uM) 
人) kn ， 


因 w(M) = + oo， 上 式 中 令 m>oo 得 


有 
lim 如 《1 一 Ag)=0， 
多 一 > oo 后 所 三 


从 而 1-&(A)=0， 妈 KA4)=1， 定 理 证 完 ， 
由 定理 7 ,30 我 们 得 和 到。 若 Mwx= 1,2，*…* 相 互 独立 ， 


则 由 A(A) = 0 或 1 可 推出 忆 w(M) 收 敛 或 发 散 ， 
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$11 贡 莫 音 洛 夫 定 理 


未 节 我 们 来 考虑 下 述 问 题 . 设 ( 痊 X1 次 3 是 一 族 

订 测 空间 (了 Yj $x)，teT 的 绞 积 ， 其 中 T 是 任意 无 穷 集 。 对 了 

的 每 一 有 良子 集 疡 ， 变心， 是 站 S 上 的 一 个 测度 ， 且 这 族 测 
1 

度 1 urls TI, 且 T, 有 限 } 是 泪 容 的 ， 即 对 了 T 前 任意 两 个 
有 限 子 集 T,， 了 Ts 自 T C7;， 均 有 

Hr, LAz, ~ (ads, 1)] Hr) (dr， ) (7.41) 


其 中 7， ‘2 Sse 设 E 为 冯 中 全 体 柱 体 所 组 成 的 代数 ， 对 
每 一 人 -Ar Xt AAr 总 eE, 其 中 4 6 St， 令 


AE)=pr (4 ), 


由 { hr，} 的 相 客 性 知 E 上 由 (7,41) 式 所 确定 的 集 孙 数 py 是 不 


含混 的 。 即 辣 一 柱 体 表示 为 不 同形 状 时 。 不 会 对 应 不 同 的 & 
信 ， 这 样 定义 的 集 闵 数 & 能 否 成 为 E 上 的 测 度 ? 在 一 般 情 况 
下 ，# 未 必 是 测 度 , 但 当 XX=R,， S$:=B, tT, 且 {jr } 
是 有 限 测度 族 时 ， 同 答 是 肯定 的 ， 即 所 谓 哥 莫 哥 洛 夫 定 理 。 

引 理 7.8 设 (X1,$7), tT 为 一 族 可 测 空间 ,其 中 大 = 已 
$4=B,teT。 对 TI 的 每 一 有 限 子 集 T,， br 为 入 $+ 上 的 有 限 


测度 (或 概率 测度 )， 且 此 族 漠 度 { pr, : TT, 二 T， 且 了 ,有 限 } 
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是 相 容 的 ， 对 每 一 下 = Jr， (Ar Xn EE 其 中 7， 6 $,, 


令 


A(E)= hr, (dz,) 


则 4 是 E 上 的 有 限 测 度 (或 概率 测度 )。 

证 明 ”不 失 一 般 人 性， 可 设 T 为 全 栖 自然 数组 成 的 集 。 显 
然 & 是 非 负 有 限 的 ， 百 以 g)=0， 运 用 引 理 7.5 店 相似 的 方法 
可 证 4 具有 有 限 可 加 性 。 要 证 # 是 完全 可 加 的 ,只 须 证 ， 若 


Ene EE En 且 4(E,) 之 ec， 其 中 e 是 任意 正 数 ， 则 站 Busg 。 


不 妨 设 E,=A,XX， 
E, “AXX™, 


mr- 二 4 {nm , 


其 中 hreX Sp XX Xi 1 


1 


首先 放出 E 中 一 串 忆 oz 二 ls23"""y ) 使 
Fs = GXX™ 


其 由 6 为 中 含 于 An 的 有 界 闭 亿 ， 且 Po 保持 Bo(n=1, 2， 


"…) 原来 的 性 质 ， 即 Fl 且 a(F， ) > 可。 下 看 我 们 来 作 满足 


上 述 要 求 的 F，， 
对 村 一 4 取 有 界 团 集 厅 ,< 4, 使 po( 4A) < 下 » 
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其 中 ar =&ris = { Ts2 py RR 念 


一 CHIX EN XX 7Nn { HX XX XX) Nn "从 
(Hr-r XZ NN Hn 


则 Gn(n=1,2，…，) 是 XXi 中 的 有 界 闭 集 且 Gs4s。 又 


Hn AmGn) = un { Ld (HXEK KEn) I UU 
CANH } 

nL ANH XXX x, 和 门 十 和 十 PC 
um (CANH DXKY KK tt nL dn Ha] 
= 让 To) 二 +) 


令 B= GXXE CD ， 显 然 也 1 且 


pAFn) = pn Gn) = tak An) ~ po An\GH) > , 


其 次 我 们 来 证 明 介 Fn 闪 d。 加 为 Fe(z= 1,2。…) 的 测度 


0 ， 故 Pr 为 非 空 集 ， 在 等 个 , 中 取 一 点 《中 (x ‘™ 
ne) en 的 单调 广 ， 有 x 和 "*?? eB (p=1,2,… ) 
计生 n+p}, Xn mrp EC {= 1,2.. ), 


因为 x 下 eG(n=1,2，…)， 和 且 名 是 有 界 闭 集 ， 所 以 有 


收 敏 子 序列 《zi } 且 x2 x4e G4 又 因为 (x ， 
XA" ) e Ge(n= 2,3,*) 从 而 (x x ) eG(n hk 2) ， 
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由 于 Gs 是 有 界 闲 集 ， 故 有 收敛 子 序列 { (2 ,x )}， 
且 (xf ae x "RY ) (x, xs】 e Gs。 用 数学 归纳 法 得 出 ; 


CH (和) Chk 
{x ” 9 X, ™ 人 ® Cx, Kas sn) EGnsN= 1, 


2,…。 用 对 角 钱 方法 可 得 出 
CE RS 


B(x Kas Tn) E Gnsi= Ls2,", 
令 守 = Xn *), 划 有 xe Fn(n= 12 入 故 


站 Pose。 


最 后 ， 由 用 了 二 站 Pu， 可 知 前 Pu 拉 $。 证 完 。 
因为 S(E) = XX 5; 由 测度 扩张 定 更 及 引 理 7.8 可 得 下 看 


定理 
定理 7.31 设 (Xy, 5,), teT ， 为 一 族 可 测 宝 间 ， 其 中 大 
= 及,S =B, tT 。 对 工 的 每 一 有 限 子 集 T， Hn 鸭 X $1: 上 的 
ES 


有 限 测度 (或 袜 率 测度 )， 且 此 族 测度 { kr， } 是 相 窜 的 ， 则 
兴 St 上 存在 唯一 的 有 限 测度 (或 概率 测度 )x。 使 对 每 一 柱 体 


= Ar, XX 2). 其 中 hr, 62 Sr 有 


HE)= ur, (Ar, )。 
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下 面 我 们 来 介绍 定理 ?7.31 在 概率 论 中 的 应 用 。 设 (XS， 
A 为 概率 空间 ，T 为 实数 空间 RR 中 任意 集 ， 对 于 每 一 eT， 有 有 
一 随机 变数 与 之 对 应 , 称 随机 变数 族 5;,teT 为 一 随 宙 过 程 ， 
记 为 & = (5&4,ieT), 由 定理 7.11 双 可 在 作 ( 和 80) 至 (R7 ,BT7) 
上 前 可 测 变换 ， 但 天 的 元 索 是 定义 在 上 的 实 函 数 ， 所 以 对 
每 一 xeX， 就 有 一 个 这 样 的 函数 与 之 对 应 ， 在 这 种 意 义 下 随 
机 过 程 有 时 也 叫做 随机 函数 。 

对 了 于 工 的 任意 * 个 元 素 4, ，… in， 我 们 用 了 


示 随 机 变数 5 5 sb 的 联合 分 布 函数 ， 即 


Pr 1,,.. J 942 本 shn) 


天 


= p(s, < hE < ) . 


当 # 在 下 整数 集 及 #; 在 T 中 变动 时 (1 志 i<<n) 得 到 一 旋 分 布 闻 
数 { 下 mC ds ds) > 0 teT } ， 称 过 程 上 的 有 


Frlares 
限 维 分 布 函数 族 ， 显 然 它 满足 下 述 条 件 : 

i) 对 称 条 件 : 对 于 1,2,… ,1 的 任 这 排 列 ,is，… ,in 有 等 
式 
Fe, 1 tan hs he ) 


i sin 3 


= Fy + t (Chisdos'' > An)s 
?0 


划 ) 一 致 条 件 ， 洪 # < 之 x， 则 对 任意 t+ stn 有 


F + “(hms + co 十 cc) = 


二 证 本 1 生日 
19 #1ms intis 


Fr i (Chis sd) 
» 1 


下 面 我 们 讨论 相反 的 问题 ， 色 所 谓 随 机 过 程 存在 性 定 
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理 。 先 证 明 一 个 引 王 。 
”下 理 7.9 设 已 给 参数 集 T， 对 尾 意 mn 及 T 的 任 4 个 元 素 
stas tas 有 一 n 维 分 布 函 数 Pe (hm) 与 之 


对 应 ， 且 此 族 分 布 函 数 满足 对 称 条 件 和 一 致 条 件 ， 则 此 族 分 
布 疯 数 确定 R' 上 一 概率 测度 4, 满 足 对 每 一 = 4 x (XK Ri) 


nCE) 三 tps ts ua A )， 


其 中 T= {sis } ， LER ns HF + 
1 二 3 
布 通 数 了 ，， 
Lp 


证 明 对 于 7 的 任 # 个 元 率 三 凡 ,……s 生 由 Pi ,4 的 
称 条 件 另 知 它 确定 B7" 上 一 概率 测度 ks，,，，. "现在 证 明 此 


谈 概 率 测 吉 是 相 容 的 , 即 对 任意 > 有 1， fostmsimris 
teT 均 有 


Fes ， 


.为 上 维 分 
， 产生 的 5.3. 调 度 ，Ri = R，teTST 。 


的 对 


st Arm < Res XX Ra ) 


toy .oe THt+1 


= Hey stn 4 ) (7,42) 
其 中 Tm = fi A BT Ri Ry tm tm 
.stm。 事实 上 B"" 中 满足 (7.42) 式 的 所 有 集 组 成 一 个 4 族 ， 
又 因为 "中 全 体形 如 兴 《一 cc， 和，) 的 集 组 成 z 族 C， 由 一 
致 性 条 侍 知 C 每 一 元 素 均 满 足 (7.42)， 显 然 S(CC) = B 严 ， 故 


Bzm 中 所 有 元 素 均 满足 (7 ,42)， 最 后 利用 定理 7.31 即 得 引 理 
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的 全 部 结论 。 引 理 证 完 。 

定理 7.32 设 已 给 参数 集 T 及 满足 对 称 条 件 和 一 致 条 件 
的 有 限 维 分 布 函数 族 { 了 tn eT,i=123 "sn FR 
0} 则 必 丰 在 概率 空间 { 祥 ,$,k) 及 定义 在 其 上 的 随机 过 程 = 
(sbteT yy 使 5 的 有 限 维 分 布 臣 数 族 等 于 所 给 定 的 分 布 图 数 族 , 

证 明令 X= RS= Br，/ 为 分 布 函数 族 {P 
iieT's i= ls29 on n>0 } 症 B 产生 的 构 康 测度 ， 由 引 理 
?709 


sp tn Th 


nd * (2 RA)) = pr ,4,, (4 ) 《7.43) 


其 中 Tn= 《而 和 ti .46 Bs, R= 了 ,teT\Ts。 了 于 是 
我 们 得 到 概率 空间 (X,$ ,4)。 对 于 每 一 eT， 在 (X,$,4) 上 
E(x) =At) 当 x=A(*) 
其 中 并 ，) 表 示 定 义 在 T 上 的 实 值 函数 。 因 此 纪 是 民 上 的 t 坐 标 
投影 变换 , 亦 即 夺 在 x = 4(*) 上 的 信 等 于 4(，) 在 t 点 的 值 4(t). 
由 定理 7,7 知 条 是 随机 变数 ， 从 而 E = (#411eT) 是 随机 过 程 ， 
由 (7.43) 式 我 们 有 
gt { 所 < 2 } 


Hr ty gta ( 4 生生 4 和 一 } ) 


《4 hzs “hn ) 
| 


和 了 让 


从 而 5 的 有 限 维 分 布 函数 族 与 分 布 函 数 族 { F; , ; ，_， } 相 
同 。 定 理 证 完 。 
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习 题 


I， 举例 说 明定 建 7.3 中 的 Pi，Ps 即 使 如 强 为 c 代 数 ，P 亦 可 

能 不 是 环 。 (例如, 取 X= 人,= 有 ,P=P,= {人 ,AA! }， 

其 中 4 一 ) 。 加 

2。 设 A 是 X, 中 子 集 所 组 吉 的 集 族 ，Asc 二 XX,， 证 明 ; S$S(Ai) 

xA,= 5A, x A,), | 

3。 温和 4 己 XXi ，Si 汶 XX: 子 集 组 成 的 oc 代 烙 ，? = 1,2 , 刘 ( A x 

A (SX)=(ANS)x (4,0N$,)., | 

4, 和 全 3 "9 冲 定理 不 成 立 ， (例如 取 和 ;= 和 := 任 

各 不 孝 集 ， = $= 有 五 ,中 包含 全 体 单 点 集 的 最 小 oe 代数 ， 

= { {x io) Xi1=Xs}), 

5。 设 ( XX SL,xS 2) 是 (Xi 5 )» j=1,2 的 本， 证 明 

互 Xs 中 的 非 空 矩形 4, x 4 是 可 测 集 的 充 要 人 条件 是 4 x 4， 

为 可 测 纸 形 。 

6, 设 (X1 XX，51X $2) 是 (Xis $1) i= 1 2 的 屠 积 ，H(x1) 是 

(Xi S, ) 上 移 可 测 沪 数 ， 对 每 一 (x1sxi)eXiC,s 邻 h(x Xs》 

=f(x), 证 明 i 是 (XXX,， $$ ) 上 可 测 函 数 . 

7， 设 及 中 ) 及 BB ‘2? 分 别 为 可 列 维 实数 空间 及 波 雷 尔 集 族 。- 

证 明 B ‘等 于 RY 中 全 体 开 集 族 所 产生 的 co 代数 . - 

8， 证 明 B 2 等 于 Re 中 全 体 具有 下 述 形状 的 逢 形 尖 轴 所 

产生 的 oc 代数 ， 其 由 除 有 限 个 :信使 4, 为 中 寡 理 半 开 闭 区 间 

外 ， 其 余 的 均 有 4 = 有。 (为 了 的 势 )。 . 

9。 设 fi,te 了 是 集 X 上 的 一 族 实 函数 ， 其 中 是非 可 列 雹 穷 

和 集 。 令 Sr 表示 六 上 使 每 个 fi, teT,， 均 可 测 的 最 小 0 代数 ， 鞭 
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一 中 TIT， 则 
(让 对 任意 上 Ee3Sy， 必 丰 在 T 的 可 列子 和 集 TT， { 依 训 五 于 ) 外 
个 瓦 esSy， 


ii) 设 j 浊 (XSr ) 上 的 可 测 函 数 由 必 存 在 的 可 列子 集 
TL( 依 赖 于 F， 使 /对 Sr 可 测 . 


10， 设 (YX: ，XS4) 是 可 测 空间 (Xc,Sb)，ter 的 乘积 证 、 
明 : 
(i) 对 每 一 EeXS$:， 存在 St 中 集 序列 {Asr™ } n=1» 


全 Ee » 其 中 中 =S {Ar Y= 4990) teT 


i) 对 任 关 (XX ，3$D 上 的 可 测 函数 上， 存在 各 
应 烈 和 A 2 全 3 可 测 。 其 中 38! = 


(4 amy) ET . 
， 设 (XXX2，: sis jx) 是 9 有 限 测度 宇 间 (x 
Si 6)，#=1234 的 乘积 窒 间 。5Xx 5 是 SiX $, 的 完备 化 (对 
x 设 He 可 5 证 朋 ; 对 几乎 所 有 zis Ex 5., 
(Ds)i=1,2 是 两 个 5 有 限 测 度 空间 , 疆 表示 Si 区 
信人) ST XS 是 $1X $, 的 宅 备 化 9 代数 证明， 


A i . . 
En) = am 黄 中 5 总 。 本 
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13。 设 (Xi Si = 1 2 是 两 个 rc 有 限 测 度 空 间 , 万 (= 1， 
2) 是 (Xi,3isHi) 上 的 可 积 表 数 ， 舍 E(Xis Xx) = x) fx) 

则 疗 数 4 是 心 积 宏 间 ( XX， be S$, x S23 HL x ns} 上 的 可 积 函 
数 ， 卫 


ja XHa) = Nd [fun +» 


14。 设 ( XX， SiXS2) 是 (XisSi),f=1;2 的 莱 积 4 是 
$x $, 上 的 一 个 测度 ， 对 每 个 ApeS;， 邻 4,(4,)= 坟 ( 芋 | x A,), 
证 明 

{ i ) 各 是 3 上 上 的 测度 ， - 

《iij 设 攻 xa)? 是 (于 ，S) 上 任意 可 测 函 数 ， 则 


Ve)a = f(x2) a4, 


上 述 等 式 意 义 是 ， 若 等 号 一 边 有 意义 ， 则 另 一 边 亦 有 意义 ， 
15。 设 (Xis 37) i=1s2 为 两 个 可 测 空 间 ， 户 是 $: 上 的 概率 
测度 ，k.(x1，4s) 是 XL X $s 上 的 函数 ， 当 x1 有 固定 时 ， 它 
是 $3, 上 的 概 认 测度， . 当 4se$, 国 定时 ， 它 是 (X,,$1) 上 的 可 测 
活 数 ， 证 明 ， 由 | 

{i) 对 每 . “AeS, slA) = a( 4, x X,) 外 其 让 4 由 
(7.21) 式 确定 。 | 

(ii) 对 每 …4ieS:， 令 0 (4a) = (xs Ande), 


则 %/ 是 S, 上 的 概率 测度 。 
(iii) 设 其 xz) 是 (和 sy SS 4 ) 上 的 任 一 可 积 函 数 ， Ei 


Nx) da’ = JHA AX) If(xa) ns (Xs dx ), 
| uar) | 


16。 设 (X5i)， =1,2,3 是 三 个 可 测 室 间 。 以 xay 4,) 是 
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( 民 : x $s) 上 的 二 元 函数 ， 当 x, 国 定时 ， 它 是 $5, 上 的 娄 来 测 
度 ， 当 轨 4 交 定 时 它 是 (Xi,$,) 上 的 可 测 丽 数 ， 又 设 i)h(x) ,xs) 
是 ( 世 XxX 站， $x$,) 上 的 非 负 可 测 函 数 或 ii)(xixs) 是 (Xx 
syS xSs) 上 的 可 调 函 数 ， 旦 


gis Ks) = [xis xadpal Kas dxs) < + co, - 


对 任意 Xje 关 !,，XsEXX,。， 证 明 ; 是 (X; Xs $1X$,) 上 的 可 测 
函数 。 | 


17。 设 (XX ,XS$;， XX 加) 是 概率 空间 (Xi，Sis. pa) 的 要 
积 ， 且 EieSis i= 1,2,-…. 证 明 ， | 

玉 = ME: eXS;, 
CN ED) 站 (EDC=Hm Fl En)). 


天。 用 哥 莫 哥 洛 夫 定 悍 证 明定 理 7。23。 
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第 八 半 广义 测度 


$1 广义 测度 的 汉 恩 分 解 和 约 当 分 解 


设 17 在 测度 室 间 (了 3 上 积分 存在 。 在 第 四 训 中 我 们 
把 如 下 药 集 函数 


vB) = | van EeS， 


称 为 f 指 不 定 积 分。 四 定 再 4。13 及 定 避 4.1 知 2 有 具有 完 全 可 加 
性 且 当 Ee$，j( 玉 )}= 0 时 ， 则 *( 人 三) =0。 本 音 我 们 将 证 明 对 
于 测度 室 间 { 五 ,So 上 的 任意 完全 可 加 实 值 集 函 数 yy ， 在 满 
足 一 定 条 件 时 ， 必 是 某 可 积 函 数 的 不 定 积 分 ， 这 就 是 所 谓 拉 
东 一 尼古丁 定理 (Jj，Radon 一 DO.Nikodym)。 这 个 定理 的 用 
途 是 多 样 的 ， 例 如 在 概率 论 中 关于 条 件数 学 期 望 的 存在 性 ， 
数理 方程 中 茹 数 空 间 LP(X,$,n) 上 的 线性 泛 计 表现 等 都 要 用 
到 这 个 定理 。 
设 (X,$) 是 可 浏 空间 ,rv 是 S$ 上 的 实 函 数 ( 即 对 每 一 Ee5， 

( 乓 五 让 <+se)， 且 具有 完全 可 加 性 ， 即 落 瑟 五。 是 两 


两 不 相交 的 可 测 集 序列 ， 则 级 数 三 *( 已 ) 收 敛 且 


(UEn) = Tv Er) 


那么 我 们 称 v 是 ( 基 ,$) 上 的 完全 澡 加 实 值 信函 数 或 有 限 广 义 
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测度 ”容易 证 骨 有 限 广 头 测度 有 下 述 人 性质， 

i) $B)=0. 

计 )s 具 有 限 可 加 性 ， 即 车 EE,，;,，…sBn 是 两 两 不 相交 的 
可 测 集 ， 则 


(gE) -EAEi). 


iii) 若 EF 均 是 可 浏 集 ， HF- EM 
vOE, FP)=v EE) y(F), 
例 1 设 f 屁 测度 空间 ( 革 ,$ #) 上 的 可 积 商 数 ， 对 每 一 
EeS$， 今 


7(E) = | jda 


那么 由 定理 4.13 知 ， 上 述 集 画 数 y 是 有 限 广 义 测 度 。 

“全 2 设 志 和 jw 是 可 测 室 间 (X,$) 上 的 两 个 有 限 测度 ， 对 
季 一 Fe$， 念 

VE) = (E)~ Hu(E), 
那么 v 是 一 个 有 限 广 文 测度， 下面 我 们 将 证 用 ， 每 一 个 有 限 
广义 测度 必 了 可 表 为 丙 个 有 限 测 雇 之 莽 。 次 先 介 绍 一 . 些 概 念 。 

证 ?是 可 测 空 间 ( 开 ,3$) 上 的 有 限 广义 测度 ， 名 eS, 若 对 
于 每 一 Fe $FcCB， 均 有 v (F) 这 0， 则 称 基 (对 于 四 是 正 集 、 
类 似 地 如 洒 对 每 一 Fe $，FCE 均 有 KF) 三 0, 则 称 E( 对 于 y) 
是 负 集 . 显然 空 集 $ 既 是 正 集 又 是 负 集 。 对 于 倒 1 所 述 的 有 限 
广义 测度 ?， 令 4= {x(x)>0} 秆 B= {x:f(x) 志 0} ， 则 
于 = A4UB, 生 4 为 正 集 , 了 8 为 负 集 ， .下 图 定理 8， 1 说 明 (X,$) 上 


龟 ) 为 了 概率 论 的 需 妆 ， 本 书 仅 讨论 有 限 广 蔷 测度 。 
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任意 有 限 广义 测度 y 亦 有 类 似 的 性 质 、 为 证 明定 理 8. ! 先 证 明 
两 个 引 理 。 
引 理 8. 1 两 个 负 集 之 差 ， 有 限 个 或 可 列 个 人 入 之 并 邦 是 
负 和 集 ， 
证 明 设 万 ， 和 也。 是 负 集 ， 另 见 负 集 的 可 疯子 集 仍 为 负 
集 ， 故 Ea\E 是 偶 集 。 又 | 
EU FE,=E UY (EN\E)s | ; ‘ 
故 对 任意 FeS，P c- BU Bi 就 有 
-HAFY=y(F NN{EL UY Es) )=rv(F NE, ) 人 
xn (BaE) )<0, 
因此 到 U 五 :是 负 业 。 利用 数学 妇 纲 法 可 知 ， 有 限 个 负 和 之 
并 仍 为 负 集 。 
现 设 五， E,y “是 负 集 ， 令 


Br EE UU En)s n=-1,29., 


其 中 =$， 显然 我 们 有 由 Bn =,0 研 ， 出 上面 已 证 得 的 
结果 知 ， 每 一 个 E 都 是 负 集 。 故 对 任意 Be $; Pc En， 
我 们 有 . | 
vF) =v(P NY EV)=vE NU Er) 
EvFNEY YS 
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但 此 Es 是 负 集 。 引 理 证 完 。 

车 百 是 负 集 甩 ?(E) =0。， 那 么 号 的 任意 可 测 子 集 刁 均 有 

+r(F) 下。 事实 上 ， 涛 z(FE)<0、 则 由 广义 测度 的 性 质证 ) 有 
BY=p(F) +rE\F) 0, 
与 假设 v( 上 =0 于 盾 。 

没 E 是 负 集 是 v(E) 之 0， 出 称 为 真正 的 负 和 集 ， 类似 地 
可 以 定义 真正 的 正 集 。 | 

引 理 8,2 设 4 是 可 测 室 间 (,$) 中 的 可 测 集 ， 若 4 不 包 
人 省 真正 的 负 集 ， 则 4 是 正 集 、 

证 明 我 们 用 反 证 法 来 证 明 这 个 引 理 。 沼 4 不 是 正 集 ， 
那么 有 Eo e 3 使 Eo 二 AEv(E,)<0。 由 引 理 的 假设 知 世 ,不 能 
是 奥 集 ， 故 

sup {rv(E), Ees, ECE,}>0, (8.1) 
令 K, = min{ sup {2(E), EeS, ECE,1}, 1}, 由 上 确 
界 的 定义 及 (8.1) 式 知 ， 在 在 Es$,， EE Hrv(E)> 
六 了 D。 因 而 

EANB) = Eo) -HE)<HUE) 0, 
由 假设 知 忆 EAE, 亦 不 是 负 集 ， 礁 

sup { HE), 五 ES， ECENE,}>0. 
邻 玉 ， = min { sup {7(E): Eces, ECENE}, 1}， 于 


全 存在 匡 。 ceS， E 一 五 人 五 
法 ， 我 们 可 以 得 到 两 两 不 相交 的 可 测 集 序列 { Es 上} 及 正 实数 
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序列 {Kn} 满足 条 件 : 日 En 二 Bo, ?CBn)>- 尘 -n= 2> 
…， 其 中 | 
= mint sup 1 7{), EeS,EcENY Ei:y ,1 上 。 


{8.2} 
因 
KT WHE)=27( U ED<t+o, 
Er el La 
故 有 
lim, Ka=0, (8.3) 


从 (8 ,2 和 (8.3) 式 便 知 道 当 ?足够 大 时 有 


Ka=sup {v(E), Ees, Ec EN E}.(8.4) 
令 Fo =U En， 下 面 我 们 证 明 巴 是 宽 正 的 负 集 ， 事 实 上 
v(Fo) = (本 JJN? (UV En) 
=y(E,) -Ev(En) < HAE <0. | 
设 了 一 Pu， 上 se$， 根 据 Fo 的 定义 我 们 有 
Fo EN\ Bi 


对 于 任意 自然 数 z 成 立 。 因而 
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,AP)<sup {v(E): EeS,E ~ ENV Ei} ， 
(8.5) 
出 (8,.4) 和 (8.5) 式 便 知 ， 当 n 足 艳 凑 时 有 
VF) 二 天 
具 而 YE) 亏 0， 因此 雇 确 是 真正 的 负 集 。 这 样 我 们 便 宪 44 中 
找 再 一 个 真正 的 负 集 ， 这 与 候 设 矛盾 ， 从 击 引 理 得 证 。 
定理 8.1 设 ! 是 可 测 空 (区 上 的 有 限 广义 测度 ， 则 
在 在 正 集 4 和 人 贡 集 8 使 得 
下 = AUB， ANB= 
或 立 。 集 4 和 B 称 为 X( 对 于" ) 的 一 个 哈恩 分 解 ， 
和 证明 令 
B=inf{v(B8): B 是 负 集 }， 


取 负 集 序列 { Bu } 使 lim >(Bn) =B, 令 B= Bns 由 引 理 8.1 


知 ，8 是 负 集 ， 今 往 证 v(B8)=8 。 事实 上 , 因 B 是 负 集 ， 故 根 
据 8 的 定义 有 
全) (8.6} 
一 方面 ， 对 于 每 一 自然 数 *， 我 们 有 
”BY = YE tN\ Bn) rl Bo )， 
今 n->oo 得 1 本 - 
区 EBD) < 加 (8.7) 
综合 (8,6) 和 {8.7) 式 便 得 2(B8) = 
现 令 4= B/， 那 么 4 不 包含 真正 的 负 集 , 因为 车 4 包含 真 
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下 的 负 集 羽 ， 那 么 由 引 理 8,1 知 B 吕 天 亦 是 负 集 县 
HBUE}Y=HB)Y+A(E)<r(B)=B, 
这 与 8 的 定义 矛盾 ， 直 引 理 8.2 知 4 是 正 集 ， 这 便 证 明了 定理 
8.1, 
注 ， 从 定理 8。1 的 证 明 可 见 , 互 的 哈 轩 分 解 并 菲 唯一 的 。 
现 给 出 一 个 具体 例子 ， 设 EE= { asb,c } ，S 为 X 的 全 体 子 集 
组 成 的 集 谈 ， 有 限 广义 测度 定 浆 如 下 ， 
xiery=l ftp)=0 vt{e})= -2。 
令 4={fapi， B={c}s d= {oa}, B= {6,c} MA, 
和 Bi 及 A, 和 B, 都 是 X 的 哈恩 分 解 。 
下 面 我 们 可 以 来 讨论 有 限 广 义 测 度 表 为 两 个 有 报 测 度 之 
差 的 问题 ， 
设 v 是 可 测 空间 (X,$) 上 的 有 限 测 度 ，4 和 B 是 XX( 对 于 +t) 
的 一 个 哈恩 分 解 ， 部 么 对 于 每 一 Ee$ 我 们 有 
veE)=uU(ENCAU B= ENAY+ viE NB) 
= ENAY- (rE NB)). 


必 


HE)=vENA), v(E)= _v(END), 
下 面 我 们 证 明 由 上 江 确 定 的 乐 函数 + 和 v- 并 不 随 的 哈恩 分 
解 的 不 向 而 改变 。 设 … 
X= A DB X=A,UB, 
是 X 的 两 个 哈恩 分解， 那么 我 们 只 须 证 明 对 于 每 一 个 可 测 集 
E 有 


mE Na, )-v(ENA,); 
ENB)=r( ENB,), {8.8) 
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事实 上 由 关系 式 ， 


ENAMNAIECENA, 
可 知 ， 刀 三 站 (da 力 环 0， 又 册 关 系 式 
EN(ANA TE NSD, 


可 和 ?EN (AN\A)) SED, 因此 vv( 户 站 (dd =0, 同 理 可 
证 xr( 二 站 {4\41)) =0， 注意 关系 式 

fa NA = LE 入 (CAMA:)) U LE nl (A NM A) 

站 4 = EN (A A al EEN (4A, NM 4,) 
我 们 有 

ENAY=AENGAN dD) = (EN 4,), 
这 样 便 证 明了 (8。8) 的 第 一 式 。 同 理 证 明 (8.8) 的 第 二 式 。 这 
说 明了 六 和 ?与 特定 的 哈 轴 分 解 无 闫 。 好 和 入 分 别称 的 上 
六 差 、 下 变 差 。 对 每 一 上 se$， 令 

lritE)=7(E)+r (EE) 
集 函 数 |z| 称 vz 的 全 变 差 。 容易 看 出 :+、v 和 jy7[ 都 是 (了 SS) 上 
的 有 上限 测度 且 

P= oy 
由 上 式 可 知 ， 每 一 完全 可 加 集 兄 数 可 以 表 为 两 个 测度 之 差 。 
将 Y 表 为 它 的 上 、 下 变 差 之 差 .， 这 条 表示 方式 称 为 y 的 约 当 分 
解 。 

容易 证 明 本 节 例 1 所 述 的 有 限 广 汉 测度 y, 其 上 、 下 变 差 

及 全 变 差 分 别 为 


wtB) = | fraps 
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7 五)= | a 


1(E)= | Hides, 


$2 拉 东 - 尼 古 于 定理 得 勒 由 格 分 解 定理 


设 A 双 7 分 出 是 林 测 空间 (XS) 上 的 测度 和 有 了 扫 广义 测 
度 ， 如 时 对 于 满足 关系 式 A() =0 的 每 一 个 可 测 集 五 ,有 ?ED) 
=0， 则 称 ? 对 于 /" 征 绝对 乏 续 的 ， 记 为 ?<u， 例 如 土 节 例 1 所 
述 的 有 限 广 义 测度 >， 对 该 测 麻 空间 的 测度 是 比 对 连续 的 。 
引 更 8， 3 设 p 和 ;y 分 别 是 (XX,S) 上 的 测度 和 有 限 广 义 测 
度 ， 六 Y | 证 分 别 是 ?的 上 >、 下 变 差 和 全 变 差 ? ` 则 下 述 三 
命题 等 价 。 i 
1) yp 
i) wT? uy us 
和 | pn, 
证 明 iD) 一 2i 设 "< 飞 ?， 仿 区 = 4U 3 是 居于 于 ?的 -一 个 咯 
髓 分 解 ,注意 % 是 测度 ， 村 么 当 EeS 晶 (已 )= 0。 我 们 有 
bea EN A EE) = 0 
Oa EN BA E)= 0, 
后 vx 天 
DE)=PTR A =. 


和 和 ;| . 
vOE)=v(L" Bb)}=0, 
于 是 地 K 和 < 。 : : i 
) 坟 12) 设 v 才 和 y 放 x : 那 癸 ES Ha( EJ 0, 我 们 
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jy|( 吾 ) = 二 (五 ) + (EB)=0, 
于 是 jy?| 儿 。 
i) 坟 让 由 17(B 过 i?v|1(E) 立 即 推出 。 引 理 证 完 。 
下 面 我 们 引进 与 绝对 连续 相对 立 的 一 种 概念 。 设 4 和 ?分 
列 是 可 测 室 间 ({S$S7 上 的 测度 和 有 限 广 居 测度 ， 如 果 存 在 可 
测 集 六 使 凡 丰 ) = 0 且 对 所 有 瑟 E3 均 有 zt 人 NI=0， 那 和 我 
们 称 ?是 wx 奇异 的 ， 记 为 LA。 很 显然 奇异 性 万 是 非 绝对 连续 
性 的 一 种 极端 形式 ， 如 果 " 是 * 奇 异 的 ， 那么 只 有 使 上 为 0 的 
集 ，? 在 其 上 才 有 可 能 不 为 0。 
例 3 设 X 为 全 体 正 整数 所 组 成 的 集 ， S 为 X 中 全 体 子 集 
组 成 的 集 族 ， £ 为 勒 贝 格 测度 ，?+ 定 义 如 下 ， 对 每 一 Ee$ 
忆 五 } = 中 点 的 个 数 。 


这 时 所 {1})=0， 而 {1})=1， 法 对 4 不 绝对 连续 ， 但 
?上 p， 事 实 上 取 六 = 开 ， 显 然 XeS 且 MX)=0 而 对 每 一 BeS ， 


vOENN’)=W$)=0., 

引 理 8.4 说 4 和 4 分 列 是 可 测 空 间 (X,$) 上 的 测 度 和 有 
恨 广 义 测度 ， 则 ?对 w 绝 对 连续 是 是 /奇异 的 充 要 条 停 是 ， 对 
每 一 Ee$, v(E)=0, 

证 明 ”充分 性 显然 。 往 证 必要 性 ， 因 y 是 x 商工 的 ， 放 有 
NeS，K( 和 N) = 0 县 对 每 一 Ee$， 有 vw(ENN')=0。 轩 对 一 切 
Es$, 均 有 A(ENN2=0, 并 注意 vp， 故 对 每 一 Be$， v(ENNY 
=0， 从 而 

vB)= (BNNY+rAENN) = 0, i 
对 每 一 正 线 成立， 这 便 证 明了 必要 性 。 引 理 证 完 。 
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引 理 8,5 设 (X， $,4) 为 测度 空间 ， Xn 和 ? 为 (xxS? 上 
的 有 限 广 义 测度 ， 那 委 

下) 薪 六 这 & 和 和信 冬 山 | 科 十 办 从 种 

二 ) 戎 v1 np 二? 

证 明 了 是 续 然 的 。 往 证 坟 ) 因 np 和 w-Lys 获 有 Nie5， 
ACNi) =0 且 对 每 -…EEe3 有 wi(ENNI)=0， ily2。 令 对 = 
NUN。 那 么 : | 

RON)EERCN I + (Na) = 0,. 
是 对 任 窟 万 eS 部 有 . 
nn) (ENN’) =n(E MN) mE NN’) 


-ENNIN NO E(BNN NN Os 


这 便 证 明了 妇 土 纪 是 k 奇 异 的 。 引 理 证 完 。 1 

引 理 8.6 设 (X,$,) 是 oz 有 限 测度 空间 ， 又 v 是 (X， $y 
上 的 有 限 测度 ， 则 存在 非 负 可 测 实 函数 1 及 (了 ;S$ 让 的 有 i 人 限 
测度 ve 各 vs 使 得 


下 二 Je 十 Ts » 


且 #s 上 4 及 对 每 一 Ee$ 有 
Pe (2E) = | you 


话 明 ”分 两 个 步骤 来 证 明 。 
i) 首先 证 明 当 whi 是 (X,$) 上 的 有 限 油 度 时 ， 引 理 
8.6 成 开 ; 令 ， 


F = { TO 
REeS } ， 
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思 0eF, 故 F 是 不 空 集 , 完 往 证 F 具 有 性 质 ， 若 g1s 92，… » neff, 
则 g= Max gaeF ,事实 上 由 定理 3.4 知 g 是 非 负 可 济 实 函数 ， 


心 
El= {x g(x) = g(x) }， 
五 := {x:o(r) ox), gx) = g(x) } 
En= {Ys J{%) gr(x), R= i123" sh—1, 
g(x) = gn(x) }， ; 
显然 古书 :已 ,是 两 两 不 相交 的 可 测 集 ， 且 X= 五 ， ， 
对 每 一 尼 eS 我 们 有 


{gdp = EE/ gdn<B (ENER)=r(E), 
E k=lJ EM re E=1 . 
这 便 证 明了 geF。 令 
x= Sup | fan 
fcF - 
最 招 g 扫 上 叶 语 ) ， 放 zw 是 实数 。 取 F 中 的 函数 列 { gn 上 人 局 w = 
,lim|gndp. 令 


r= max ok 
15<Rk< 


显然 ff ， 又 由 上 面 已 证 明 的 关于 集 F 的 性 质 知 jeF。 再 根据 
{ 如} 的 定义 我 们 有 a = Him|fndh。 令 z 
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lim fn(x) 。 当 xeX 且 limja(*) 为 实数 
ftx) 一 | 全 :i 当 xeE lim fa(x) 一 小 DCr 


显然 上 式 确 定 的 酒 数 1 是 非 负 可 测 实 遂 数 ， 由 单调 收 全 定理 ， 
对 于 每 一 Ee$， 我 们 有 


[1 lim judp= En bh (BE).” (8.9) 
由 (8. 9) 式 及 /的 定义 知 f= Him fa 6se。 “从 而 由 {8.9) 式 得 
jeF 且 Jfdn =a。 定 义 天 上 的 集 浮 数 pe 如 下 

ve(E)= | fdn, es . 
那么 根据 定理 4,13 的 推论 知 ，z 是 (X,S) 上 的 有 限 测度 。 对 
每 一 EeS， 令 

vs(B) vB) -HA(EY 

易 知 由 上 式 确定 的 集 函 数 y: 也 是 (X,$) 上 的 有 限 测度 ， 往 证 


Vs 上 
站 然 数 4， 用 4 和 B, 分 别 表 示 基 对 有 限 广义 测 


朗 v。 - 二 4 的 哈 导 分解 中 的 正 、 负 集 ， 因 此 对 每 一 下 ec$ ， 均 ， 
有 
CADE) >ANE), 


fi . 


~- 人 SeCBn HE) RENE). i 


对 等 一 - 肖 从 数 训 ， 老 肖 国 关 也 = 二 .虽然 P 非 项 训 测 
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[Edn= | fdx + Fu(AsNE) 

<| fart ve(AnNE) 

<| az+rrxs(E)=?(E)， 
所 以 FeF， 从 耐 fPdu<ca。 另 一 方面 ， 我 们 有 

[ma- 区 + 和 (4 =a+ Lp(An)s 
为 此 xd =0， R= 2 SN= An, 那么 NeS, KCN) 三 
4， 自 对 每 一 eS 有 


zs( 甩 RN) =r(EN (CAB)) FuEN Bn)) ， 


开 一 下 2 
令 n 一 oo 得 
| pst(E NN')=0, 
因此 mm。 


ii)y 证 明 当 gp 是 5 有 眼 测 度 时 ， 引 理 8.6 成 立 ,不 妨 设 
站 = VE,, 其 中 {Es} 是 两 两 不 相交 的 可 渊 集 序列 县 


HEBER) ion = 1 ,对 每 一 自然 数 +， 将 & 和 ?看 作 于 空 
间 (EnsEa 人 S$) 上 的 集 函 数 : 并 用 4 人 "和 vw 加 表示 之 。 那 么 容 
易 看 出 ke 和 > 是 可 调 罕 人情 ( 宇 of 人 上 的 有 限 测 度 。 
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滞洪 二 


由 已 证 明 欧 让 知 ， 存 在 (Ens Er 们 $) 上 的 非 负 可 测 实 函数 


(my {uy 


fm 及 (En,Enn$) 上 的 有 限 测度 v。 和 vs。 使 
1 = ye tps" 
有 ?5 “LN 及 对 每 一 EeEn 几 S$ 有 
2 CE)= | fm dn ， 
定义 $ 上 的 集 函 数 V 和 1 如下， 


ve(E)= Ese" (Ball E), Ees, 


“(BE)= Es" (EnNE), Ees, 
又 定义 X 上 的 函数 和 及 f 和 I 下 ， 


(CR) 
f(x) = lL (x) 当 xeE， 
0 当 xeE, . 
Hz) = fx) ， xeX, 


下 面 我 们 证 明 
1) f 是 (X,$) 上 的 非 负 可 测 实 函 数 ， 且 对 每 一 Ee$ 均 有 


wel E)= | fir 
2) ve 和 ws 是 (Xs$) 上 的 有 限 测度 上 


3) ya i i | . 1 | , ， . 
站 的 证 明 ， 吕 然 二 奉 负 可 测 本 玫 ， 又 对 每 一 BeS， 出 定 
理 4.10 和 推论 3 我们 看 


zt 本 = 二 ve (Es ED- | ni du 
Emr,, 


一 2 | ~ fadn = a 
Hl1 上 a 


志和 


2) 前 证 其， 由 1} 及 定理 4. .13 的 推论 知 ， ne 旦 有 限 测 度 ， 
了 对 每 一 BeS， 


z( 五 ) = 3 CEnN E)= Cy CE NEY 


4p (EE, NE i 
E re" CE E+ vA (EF, NE) 


-7e(B) +vs(B), 1 - 
放 p = yo + 。 因 ?和 be 均 是 有 限 测度 ， 故 只 亦 是 有 限 测度 。 
.< 和) 的 证 明 ， 因 ”4m 。 襄 丰 在 NeB。 Qs 芽 w(N) = 
0, 目 对 每 一 FeS 有 


和 (人 NE} tea ) < 0, HE 


经 人 


人 2 MNeS EntN) = 0» 又 对 每 一 cS 有 
jE No = BCE, NENN’) 


Ee Ea NON En EN ND =0. 


所 以 x 上 Ps。 引 理 8,6 证 完 。. 

定理 8.2( 惑 内 格 分 解 定理 ) 设 (X;$,4) 是 0 有限 测度 空 
窗 ， 又 xy 是 (X， $) 上 的 有 限 测度 ， 则 疗 在 《区 3) 上 的 有 最 测 
度 yc 和 ws 售 ,::， … - _ 


v= y+ 多 
目 pe< 科 ps 上 ps 3 的 上 述 分 解 是 唯一 确定 的 。: 
证明; .一 引 理 8。 6 存在 (5) 上 的 有 限 测度 vo 各 v, 使 


Vpodt Pes 
Hrens tsi, 下 而 我们 证 明 上 上述 分 解 式 是 唯一 的 。 设 ?又 
可 分 解 为 ?= mt Vs， 其 中 Vc 和 “是 (X,S) 上 的 有 限 济 度 县 
pep Vs 上 KH。 那么 从 | 

=p 
得 

Va— Fe = Vs— Ys, 


由 引 理 8.5 知 放贷 一 开 眉 六 二 加 了 胰 对 j 雹 对 连 绪 叉 是 ) 资 异 的 ; 
吾 根 据 引 理 8 .4 我 们 有 


ye = 及 的 = 
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这 就 证 明了 定理 8.2。 

定理 8,3 { 拉 东 -尼古丁 定理 ) 设 (了 ,S$, 只 为 有限 测度 
空间 ， ?是 {X，$) 上 的 有 限 广 义 测度 且 y<4， 则 存在 可 测 实 函 
数 {， 使 对 每 一 上 Ee 3 有 


vy (EY) = | fa (8,10) 


范 数 f 在 下 述 意 六 下 是 唯一 确定 的 ， 如 果 同 时 有 可 测 实 函数 
9 满足 


“(EB)= | sa， NE eS 


则 f= g， a ,6. 对 kK。 
证 明 用 v* 和 vw 表示 ?Y 的 车 当 分 解 ， 因 rz< 攻 kx， 由 引 理 8.3 我 


们 有 
y+ RE 


对 寻 和 扩 分 别 应 用 引 理 8.6， 由 和 鞠 贝 格 分 解 的 唯一 性 ， 那 么 
存在 (及 ,S$,p) 上 的 可 调 实 函数 户 和 户 使 允 每 一 己 eS 有 


vi(E)= | ao 
» (BE)= | Pa- 

令 f = 六 一声 则 /是 可 滑 实 函数 且 对 犹 一 已 ecS 有 
v(E)= {fdn, 


往 证 上 述 f 的 叭 一 性 ， 如 果 同 时 有 非 负 可 测 实 函 数 g 满 
足 ， 对 每 一 eS 


so(E) = | gd 
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么 由 第 四 章 习 题 第 的 题 我 们 有 fgya.e,{ 对 轴 ) .定理 8,3 证 
正人 象 数 学 分 折 中 
Ft{x) = | ax + es x ER, 
和 把 F 称 为 1 的 不 定 积分 ， 而 1 称 为 F 对 
# 的 导数 并 记 为 f = 全 -。 我 们 把 (8.9 式 中 的 f 称 为 ?对 pn 的 广 


义 导数 或 拉 东 -尼古丁 导数 ,并 记 为 -4 2 ， 换 言 之 = 
汤 此 (838.10) 式 可 表 为 


推论 设 & 和 ?是 {(X,S) 上 的 测度 且 v 有 限 ， 又 zk 则 对 任 
窒 广 义 实 函 数 g 均 有 


js az=| 4 Pd 
上 述 等 式 之 意义 是 ， 当 等 号 之 一 边 有 意义 时 ， 另 一 边 也 有 意 


义 且 相等 。 
证 明 由 定理 8.3 及 定理 4,.15 立 即 得 出 。 


§3 拉 东 - 尼 十 丁 定理 及 勒 员 格 分 解 定理 
”在 一 维 实数 空间 的 应 用 


本 节 将 把 上 一 节 的 内 容 应 用 于 一 维 实数 室 间 中 。 
设 FP 是 定义 在 沁 数 空间 RR 上 的 实 什 函数 (点 函数 ) ， 车 对 
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枉 人 给 z 闻 中 - 得 存在 3 0 全 对 R 中 任 春 的 两 两 不 相交 开 区 前 


《Cr 中， 一 29 1 时 (bi 一 0) <8 均 有 . 


2 IF(bi) ~ FUai)| <e 


和 为 RE 上 的 和 这 续 表 数 。 本 i i: 
。 设 为 RE 的 不 隆 左 连 计 实 国 烙 且 F (++o0) = lim Bl) 


<+% 和 RET) = Lim, F(X) =0» 那么 下 称 怀 上 的 分 布 


育 数 。 涝 上 的 分 布 函数 F 满 居 F( + co) =1 和 F( co0)= 人 0 
则 称 王 为 概率 分 布 图 数 。 
在 本 节 中 符号 x 恒 表 上 中 该 雷 了 集 庆 B 上 的 攻 员 格调 度 。 
”定理 8.4 设 w 是 tR, 和 上 的 有 限 测 认 、. 叉 设 下 式 . 
F(x) =v((—cox)) xeR i: 
所 确定 的 函数 Ff 是 了 上 的 绝对 连续 函数 ， 壮 示 vp 
征明 ” 设 s 为 任 给 正 数 ， 又 设 3 为 正 数 合 得 对 刀 中 两 两 不 


相交 前 并 区 间 (a。 Eh 2 ?得 Eb 全 一 <6 均 有 


忆 [PCB pa)| : Ze 


语 基 肥 革 自 宪 的 惑 南 格 测度 ji( 天 ) =69, 由 第 二 但 知 ( 引 涯 2.2 及 
引 理 2.4 的 证 明 ) 存 塞 两 源 尔 可 效 的 半 乔 闭 区 间 { roiy bi) } 
使 得 


可 人 11》 


由 (8,11) 式 推 知 对 任 窟 自然 数 ， 乌有 
LF(6) - FnDtl<e 有 


因而 
"EE re ) = 去 rn- Fo)1<e ， 


由 于 s 是 任意 的 ， 攻 /EE) =0。 这 便 证 明了 ye。 定理 证 完 . 
推论 。 藻 分 布 函 数 F 是 绝对 连续 函数 , 则 由 P31 朋 的 :S$ 
测度 kz 满足 mr<cz。， 且 存在 非 负 可 称 甸 数 /使 
F(x)= 上 - fa 
态 误 ， i i 
证明 机 六 二 间 习 第 用 和 
pa) 人 1 


由 定理 8。4,: jp。 再 根据 定理 8 .3 存在 可 测 实 函 数 六 使 对 每 
一 三 <S$ 


Hr(E)= | re， 加 
天/ 是 有 限 测度 ， 帮 /是非 负 可 职 函 数 。 令 忆 = (oo 得 
Co)- J, 本 jdn, (8.13》 
综合 (8,.12) 和 (8,13) 式 得 “ 
Fo)= 站 rar 


推论 证 完 。 a 
$2 


上 述 推 论说 明 概 率 论 中 的 一 个 事实 ， 需 分 布 函数 是 绝对 
连续 函数 ， 那 么 必 具 有 密度 函数 。 
设 F 是 R 上 的 分 布 函数 ， 落 存在 R 上 的 惑 贝 格 可 测 函数 #f 
使 
P(x)= | fan 
则 称 7 为 连续 型 分 布 男 数 。 涛 存在 R 上 的 点 列 {xn 及 定义 


在 它 上 面 实 函数 p， 满 中 三 p(xa) 过 + oo6 辣 
F(x) = pu) 


别称 三 为 离散 型 分 布 函 数 。 如 果 分 布 函数 了 所 引 击 的 工 .3. 测 
度 tr 关 于 勒 由 格 测 度 g 是 奇异 的 ， 则 称 了 是 奇异 的 。 下 面 我 们 
将 证 明 任 一 分 布 函 数 可 分 解 为 上 述 三 种 类 型 分 布 函数 之 和 ， 
先 证 明 一 个 引 理 。 
中 理 8.7 任何 分 布 函 数 F 才 可 以 唯一 地 分 解 为 
F= FotFag, 


其 中 Fd 为 离散 型 分 布 函数 ，F. 是 连续 ( 不 一 定 是 连续 型 ) 
的 分 布 函数 。 
证 明 ” 因 了 不 降 故 它 的 不 连续 点 至 多 可 数 个 ， 设 为 x1， 


Xs 人 


blxn) = P(xnt0) ~ FCxn), 
Falx)= tr) XeR, 


那么 Fa 为 离散 型 分 布 函 数 。 令 
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Fo=F- Fa 
显然 Pe 是 左 连续 函数 。 往 证 Fo 是 不 降 右 过 续 函数 。 对 任意 


XX, 
Felx’)— Fetx) = 了 xz) -F(X)— 工 blxn) 
XN 


=F(x) -F(x+0— TE plrr)s . (8.14) 
EE 


由 (8.14) 式 及 p(xn) 的 定义 知 Fe 是 不 降 的 。 在 (8.14) 式 中 令 
xxz 我们 有 
Folx +0) = F(x), 


故 Fe 是 右 连 续 的 ， 从 而 Fe 是 连续 的 分 布 消 数 。 往 证 分 解 的 瞧 
一 性 ， 若 fF 有 两 个 分 解 式 ~ 


FaFo+Fa=Pe 十 下 7 9 (8.15) 
其 中 Fe 和 有 /为 连续 的 分 布 函数 县 Fe( ~ co) = Fi( 一 co0)=0， 
而 Bu 和 下 4 为 离散 分 布 函数 。 由 (8.15) 我 们 有 

Fe— Fe= Fy—Fd (8.16) 
(8.16) 式 左边 为 连续 函数 ， 右 边 为 阶梯 函数 ， 只 有 他 们 恒 等 
于 常数 时 才 可 能 相等 ,但 因 Fc( - co)- Fe(- ce) =0， 所 以 
Fo 三 FF，Fd 二 FI。 引 再 证 完 . | 

定理 8.5 ”任何 分 布 函 数 F 都 可 以 唯一 地 分 解 为 
五 = 站 dj 十 本 uc 十 五 3 
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其 中 也 为 离散 型 分 布 函 数 ，Fue 为 连续 型 分 布 函 数 ， 开 为 连 
续 坷 异 的 分 布 函 数 。 。 四 | 
证 明 册 引 理 8.7 三 可 唯一 地 分 解 为 
， .用 一 FdatFe, _ 
其 中 了 Rd 汶 离 散 型 分 布 函数 ， 忆 为 连续 分 布 函 数 ， 用 ye 表 Fo5f 
出 的 5,5 ,测度 ,由 定理 8.2,ve 对 勒 风格 测度 上 可 唯一 地 分 解 为 
yo = Voc + Ves 
boc Hy dsl 再 出 定理 8 3， 存在 勒 由 格 可 测 函 数 户 使 对 
每 一 已 cS$y 
eo 
今 . . 
PoclX) =roc(t 4)), xeR, 
Fs(x}= vst- 07)), reR, 
则 Poe, FE 都 是 分 布 通 数 且 
Fic(#) =) fan 


是 连续 型 的 。P, 是 连续 奇异 的 且 
Pe= Pao: Fs, 


艾 
FiFatFoot Fe, 


分 解 的 唯一 性 由 引 理 8,7 和 定理 8,2 中 分 解 的 唯一 性 得 出 。 定 
理 证 完 。 


本 车 和 
0 


全 设 Y 是 (XH，$) 上 的 有 限 广 义 测 度 ，-4{ 五 nr } 光 可 测 集 序 
378 


列 ， 车 En 或 E41， 则 
和 “tim (BE =v(lim En). 


名 设 v 是 (X， 上 的 有 限 广义 测度 ， 十 明 对 任 总 忆 cS ， 
均 有 
上 5+(EJ = supf2(F) FE, Fe$}, | 
2 (五 )= —inf{v(F): =» BE, FeS}. | 
图 证 明 ( 瑟 ， $) 上 的 有 限 广义 测度 s 达 到 上、 下 确 界 . 
加 设 ? 是 (六 ， $) 上 的 有 限 广义 测度 ， 对 每 一 E.&$， 直 接 
定义 
J E) svn (FP): EFes}, 
wp})= -inf{y(F}: ECFeSs}. 


证 明 上 面 定义 的 + 和 wv- 是 有 限 测度 县 z=v7 一 。 
加 广义 测度 yx 如果 训 以 护照 两 入 方式 表 为 网 个 测度 之 其 


P=p -VR = 


是 否 一 定 有 »， 二 和 zw ys? 考察 例子 (X， 人， 其 中 $= { X, 
$ } 7( 寺 =0,0(X) = 108) =n(¢) A (0) ; = ， 
1) =2， va(X)=1, 五 (CD = 3， (XY =2. 

@ 设 /是 (X,$) 上 的 有 限 广 义 济 谋 w-Ee 5 证明 [#|(E) 
= 0 的 充 要 条 件 为 三 的 任意 可 测 子 集 马 外 有?(P) = 0 . 

加 设 > 为 有 限 广义 测度 ， 证 明了 六 二 ?- 区 yt 
jy} v7 Ep vg 

辐 设 x 和 y 分 别 为 (X， 9) 芋 的 大 各 各 限 光 测度 ， AeS. 
证 图 若 ?你 k 位 主人 加 ， 那 :入 5B 重 ) 面 城 和 ,4 们 对 上 上 :和 的 测度 
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和 有 限 广义 测度 亦 有 ? 安 扩 二 中， . 

鑫 设 z 和 Yv 分 别 为 (X，,S) 上 的 测度 ， 有 限 广 义 测 度 。 证明 
7 女 P < 对 于 每 个 正 数 e> 0 存在 正 数 S>0, 使 对 任 总 已 <S， 
RE)<6， 均 有 |?| (五 )<e。 

二 拉 东 尼 十 丁 定理 中 ，z 为 vo 有限 测度 此 条 件 不 能 省 去 。 
考虑 例子 ， 拉 为 单 点 祭 {ej，S= {XG} ,Nn(X)= + oo， 
($B)=0, vy(X)=1, v(t) =0, 

全 证 明 ( 了 ,$) 上 全 体 有 限 广 义 测 度 组 成 一 个 巴 拿 赫 空 
间 ， 沁 y= >) 为 范 数 。 

加 设 4 和 vy 为 (XX,$) 上 的 两 个 有 限 测度 且 vx，4{ fn 了 沪 
可 测 实 函数 列 ，1 为 可 测 实 函数 ， 对 任 给 >0， 若 lim 4 { x: 


li) Hx) [>e})=0, WZlim sv {x:1fo(x) -Hx)| 


=e })=0, 
鸟 设 x 和 Y 汶 (五 ,$) 上 铭 两 个 有 限 测 度 且 v&j, 记 g= 


他， 车 x( { x:g(x) =01)=0, 证 明 s<y 县 - 史 = 0 


ze 关于) 
寺 设 (XY,$) 为 可 测 空 间 ，# 为 "有 限 测 度 ，y，v;,，v: 都 是 
有 限 广 测 度 且 vy 才 pj， PK， 如 作 kK， 证明 


) 着 r 之 0， 则 -他 -之 0，e.c.( 关 于 #)。 


对 任意 实数 < 和 p， 


dy dy 
Er 全 2 。 


- 国 设 k 汐 (下 。 虽 上 的 c 有 限 测度 ,?,， 9 为 有 限 测 度 且 9 宇 zs 
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(eo tir)=8- 


人 


ns 
Ps 


下 
机 


yn <n 


dp dyp dy 
“dn = dy dn Eee 于) 


鸭 设 随机 变数 & 的 分 布施 数 是 连续 型 的 ， 其 密度 函数 为 
f，g 是 (R,B) 上 的 可 测 甫 数 ， 且 9g(8) 的 数学 期 望 存 在 ， 证 明 
E(g(5) = | go) Da。 


@ 设 隧 机 变数 5 和 如 的 联合 分 布 表 数 F 满 中 


_ 
Fa = est)dadn, -EREF SE, 


其 中 1 六 二 维 勒 贷 格 可 积 阔 数 ， 证 明 
让 由 fF 产生 的 5,5. 测 度 4r 满 足 


ns(B) = | FE) dt dts, Be DB’. 
B 


让 ) 阁 6 的 1+ 站 阶 短 存 在 ， 则 


oy -|f 纪 | ft to) di dis, 
ne 
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